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第 1章

イントロダクション

1.1 動機と背景
りんごが地表に落ちるように、我々は日々、重力に惹きつけられている。自然界最速とされ
る光ですらも引きつけたまま出てこられないような極限天体、ブラックホールも強重力場から
構成される。近年になり、このような極限天体を重力相互作用を通して探索する手段が確立さ
れた。そう、重力波観測である。実際にブラックホール同士の合体時に生じる重力波が初めて
観測された 2015年以来、重力波観測イベントは数百にものぼる。観測された重力波の解析か
ら、連星合体したブラックホールの質量や角運動量が推定されている。これらの物理量を精度
良く推定することは、ブラックホールがどのように誕生したのかなど星形成や天文学的にも重
要である。加えて、ブラックホール 2 体合体過程の初期段階 (inspiral) と合体後の緩和段階
(ringdown) はブラックホール自体の性質や一般相対論を超えた物理を探る上で重要な物理量
が観測できる。それは、inspiral期ではブラックホールの潮汐変化を測る潮汐変形率 (or Love

数)であり、ringdown期においては緩和時間である。
このような重力波という新しい観測手段を用いた物理量の推定には、合体するブラックホー
ルの質量や角運動量に対応したテンプレート波形を一般相対論を用いて計算しなければならな
い。それは、物理量の推定が信号解析を用いているからである。つまり、現在の重力波はマイ
ケルソン干渉系を用いて観測されており、重力波信号はハーフミラーの熱雑音のようなノイズ
の中に埋もれてしまっている。そのノイズの中に、質量や角運動量が決まった合体事象におけ
るテンプレート波形がどれくらいの尤度で含まれているかを matched-filter 法などの信号解
析手法を用いて見積もる。そのため、精度良い重力波観測にはさまざまなパラメタでのテンプ
レート波形を計算し保持しておく必要がある。つまり、ブラックホールの物理を観測から探索
するには、非線形方程式である Einstein方程式を用いた解析が必要になりこれが厄介となる。
コンピュータが発展した今日においては、合体する 2つのブラックホールの距離が小さくなり
Einstein方程式の非線形効果が効いてくる合体段階も数値計算を行うことが可能でありテンプ
レート波形が蓄積されている。しかし、数値計算もハミルトニアン拘束条件運動量拘束条件の
ようなゲージ固定を満たす初期値を探す時の計算コストや、2天体の質量比が大きい時など計
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算コストが大きい合体事象の設定がある。
そのため、解析的にテンプレート波形を計算できるのならば計算した方が良い。合体する

2 天体の距離が十分離れている Inspiral 期や Ringdown 期ではニュートン定数 GN に関して
摂動的に展開し合体天体の質量や角運動量に関して解析的なテンプレート波形が計算されて
きた。素朴に Einstein 方程式を摂動的に解くことは摂動の次数が大きくなるにつれて考える
べき項が増え煩雑になる。それらを散乱振幅の計算技術を用いることで系統的に扱うことが
可能となり摂動計算の次数を飛躍的に向上させた。高次の摂動次数まで計算した inspiral 期
のテンプレート波形を用いることで、ブラックホールの潮汐変形率が観測可能となる。一方、
ringdown 波は減衰振動のモード (準固有振動モード QNMs) の線形和になるが実際に観測さ
れている ringdown波にどの程度の振幅で準固有振動が含まれているかを推定するには推定パ
ラメタが多すぎ過学習してしまう問題がある。この ringdown波のパラメタ推定にはブラック
ホールの透過率 (greybody factor)を用いると良いことがわかってきた。近年、ブラックホー
ルの二体問題において、ブラックホールが粒子を吸収する効果を散乱振幅を用いて取り入れる
手法が提案された。そこで、その手法を応用して計算した ringdown波はブラックホール摂動
論を用いた波形とどの程度一致するのか、どのような近似から差異が生まれるかを解析するこ
とは興味深く、本修士論文ではこれを検証する。

1.2 本修士論文の内容と構成
本修士論文は、2章で一般相対論を用いたブラックホール摂動論を、3章で散乱振幅の計算
技法を、4章で場の量子論を用いた古典力学の解析手法をレビューする。5章でブラックホー
ル合体を on-shell散乱振幅を用いて記述する方法をレビューし自身の研究活動で得た結果を提
示する。最後に 6章にて本修士論文のまとめと展望について記載する。
散乱振幅を用いた重力波解析の分野はヨーロッパで発展してきている。一方、日本は重力波
望遠鏡 KAGRAを保有しているのにも関わらず未だこの分野を専門とする研究者数が少ない。
そこで本修士論文では、Srednicki著の場の量子論の教科書 [1]レベルの知識と Schwarzschild

ブラックホール計量の導出をしたことがある程度の一般相対論の知識から、on-shell散乱振幅
と重力波の物理に関してレビューする。
また、付録として計算を行うときに用いたローレンツ共変な形式での球面調和関数の定義
や特殊関数の定義と計算に便利な性質、潮汐変形率 (or Love 数) の定義とブラックホールの
Love数についての性質をまとめる。
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1.3 計量や積分測度、単位系の Notation

時空計量は gµν = diag(−,+,+,+)を採用し、特に断らない限り時空の次元は (3 + 1)次元
とする。また D次元積分測度とデルタ関数にハットˆをつける notation,

d̂Dp :=
dDp

(2π)D
, δ̂D(p) := (2π)Dδ(p) (1.1)

及び on-shell測度 dΦ(p)と on-shellデルタ関数 δ̂Φ(k)を

dΦ(p) := d̂4p θ(p0)δ̂(p2 +m2), p2 = ηµνp
µpν (1.2)

δ̂Φ(p) := 2p0δ̂3(p) (1.3)

と定義する。ここでmは粒子の質量、pµ は粒子の運動量、pは粒子の運動量の空間成分、ηµν
はMinkowski計量である。つまり、任意関数 f(k)について上の notationで∫

dΦ(k)δ̂Φ(k − k′)f(k) = f(k′) (1.4)

という直交関係を満たす。また、on-shell 測度が複数の引数を持つときは dΦ(p1, p2, · · · ) :=
dΦ(p1)dΦ(p2) · · · とする。
そして、運動量 pにバー¯をつけると、波数 p̄ = p/ℏを表す。
また、共変微分 ∇µ をとることを

Vν;µ := ∇µVν (1.5)

のようにセミコロンで表し、偏微分 ∂µ を作用させることを

Vν,µ := ∂µVν (1.6)

とコンマで表す。ここで、ℏは簡約 Planck定数 (or Dirac定数)であり、光速は c = 1とする
単位系をとる。

1.4 修士論文公開にあたって
本修士論文に不備や誤植などを発見された場合、ご質問がある場合は、著者のホームページ

https://mintoishikawa.github.io/selfintroIshikawa/

の Contact(連絡先)欄に記載のメールアドレスよりお知らせいただけますと幸いです。なお、
本論文は今後も研究の進展や自身の学習に合わせ、適宜更新を継続していく予定です。

https://mintoishikawa.github.io/selfintroIshikawa/
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第 2章

ブラックホール摂動論と Ringdown重
力波

この章では本修士論文の主題であるブラックホール 2体合体事象に関して説明する。ブラッ
クホールの 2体合体事象は主に 3段階に分かれておりそれぞれ、inspiral、merger、ringdown

と名前がついている (図 2.1)。Inspiral段階は合体までの初期段階であり十分離れた 2天体が
Newton 重力に摂動的に一般相対論的効果を含む程度で連星運動している段階、merger は 2

天体が互いに近づき一般相対論の非線形効果が効いてくる段階、ringdownは合体が終わった
後定常的な状態に緩和する段階である。
ブラックホール摂動論は背景時空からの摂動について 1次摂動で切り線形化した方程式を解
析する。それは波動方程式でありブラックホール摂動論で摂動ソースから伝播する波の性質に
ついて解析できる。ここでは合体後の重力波である ringdown 波形に注目し greybody 因子、
準固有振動数、tail効果についてレビューする。この rindgown波形はブラックホール背景時
空にスカラー、ベクトル、テンソルなどの摂動を加えることで解析できる。Ringdown波につ
いては文献 [2]が詳しい。この章で説明する greybody因子は、以降の章で述べる散乱振幅を
用いた重力波波形の計算手法に吸収効果を取り入れる際の基本となる。特に、極の位置である
準固有振動数を、吸収効果を特徴付ける場のスペクトル関数の極の位置に対応させることに
なる。
この章では幾何単位 (G = c = 1) とする。ここで G は Newton 定数で質量次元は-2 であ
る。質量次元の換算から Gを戻すことができる。

2.1 Schwarzschild ブラックホール上の古典スカラー場
では、対称性が高く解析やすい例として、静的球対称なブラックホールである Schwarzschild

ブラックホールに零質量スカラー場による摂動を考えよう [3]。Schwarzschildブラックホール
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図 2.1 ブラックホール (BH)2体合体に伴う重力波イベントの段階

の計量 gµν は

ds2 = gµνdx
µdxν = −f(r)dt2 + 1

f(r)
dr2 + r2(dθ2 + sin θdψ2), f(r) = 1− rs

r
, rs = 2M

(2.1)

である。ここで、rs は Schwarzschild 半径である。このスカラー場の波動方程式 (Klein-

Gordon方程式)は

□Φ = ∇µ∇µΦ = 0 (2.2)

である。この方程式の解は時間・動径成分と角度成分に変数分離したモード解で展開できる。
Schwarzschildブラックホール時空は球対称な時空なので、角度成分は球面調和関数を用いて

Φ(t, r, θ, ψ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

ul(r, t)

r
Ylm(θ, ψ) (2.3)

と展開できる。ここで ul(t, r)は、波動方程式(
∂2

∂x2
− ∂2

∂t2
− Vl(r)

)
ul = 0, Vl(r) = f(r)

[
l(l + 1)

r2
+

2M

r3

]
(2.4)

を満たす。ここで、亀 (tortoise)座標 x = r+ rs log
(

r
rs

− 1
)
, r ∈ (rs,∞) → x ∈ (−∞,∞)

を導入した。dx = dr/f(r)なので r ≃ rs の時、xが大きく変化しても r の変化は小さくなる
陸亀 (tortoise) のような座標であり海亀 (turtle) ではない。ポテンシャル Vl をプロットする
と以下のようになる (図 2.2)。また、スカラー摂動ではなく空間回転に対してスピン 1のベク
トル摂動、スピン 2のテンソル摂動を考える場合、ベクトル球面調和関数やテンソル球面調和
関数で展開すれば良い。このような展開を行えばポテンシャル項を

Vl(r) → f(r)

[
l(l + 1)

r2
+

2M(1− s2)

r3

]
(2.5)

とスピン s依存性をつければ良いことが分かり、スカラー場に関するポテンシャル問題に帰着
される。
では、動径方向の波動方程式を解いていこう。時間と動径方向に関して変数分離型の方程式
であるからまず変数分離しよう。ここでは、上の波動方程式を時間 tに関してラプラス変換し
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図 2.2 Klein-Gordon方程式の動径方向成分のポテンシャルの亀座標 xと軌道角運動量 lの依存性

よう。これは上の波動方程式を時刻 t = 0における応答を t = ∞で求める問題設定を考える
ため、フーリエ変換ではなくラプラス変換を考える。ラプラス変換 Lは

L[u(x, t)](x, ω) = û(x, ω) =

∫ ∞

0

u(x, t)eiωtdt (2.6)

と定義され、逆ラプラス変換は

u(x, t) = L−1[û](x, t) =
1

2π

∫ ∞+iϵ

−∞+iϵ

û(x, ω)e−iωtdω (2.7)

となる。この積分を手計算するのは難しいのでラプラス変換表を用いたりMathematicaで計
算する。ここで、ラプラス変換を定義する積分が t → ∞において収束するように角振動数 ω

は微小に正の虚部だけずらしておく (0 < ϵ ≪ 1)。これは減衰振動を考えている時、減衰率を
微小にずらしていることに対応しており減衰が最小のモードは減衰率が消えず有限の値を持つ
ので物理的には問題ない。
それでは、初期時刻 t = 0 においてスカラー場の配位が ul(x, t)t=0, ∂tul(x, t)t=0 と与えら
れている。この時、上の波動方程式をラプラス変換すると

L
[(

∂2

∂x2
− ∂2

∂t2
− Vl(r)

)
ul

]
= 0 ⇔

(
∂2

∂x2
+ ω2 − Vl(r)

)
ûl(x, ω) = iωul(x, 0)− ∂tul(x, 0)

(2.8)

となる。ここで、ラプラス変換の性質

L[f ′(t)] =
∫ ∞

0

f ′(t)eiωtdt = [f(t)eiωt]t=∞
t=0 − iω

∫ ∞

0

f(t)eiωtdt = −f(0)− iωf̂(ω) (2.9)

を用いた。右辺のソース項 Il(x, ω) := iωul(x, 0)− ∂tul(x, 0)は初期条件から来ている。以下
で定義されるグリーン関数 Ĝl(x, y, ω) を求め、畳み込み積分をすれば波動方程式の解を振動
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数表示で求めることができる:(
∂2

∂x2
+ ω2 − Vl(r)

)
Ĝl(x, y, ω) = δ(x− y), (2.10)

ûl(x, ω) = Il ∗ Ĝ =

∫ ∞

−∞
Il(y, ω)Ĝl(x, y, ω)dy. (2.11)

時間表示では

ul(x, t) = −
∫

dy[Gl(x, y, t)∂tul(x, 0) + ul(x, 0)∂tGl(x, y, t)] ,

Gl(x, y, t) = L−1[Ĝl(x, y, ω)] (2.12)

となる。それでは、Green 関数を求めていこう。今考えている方程式 (2.10) は x に関し
て 2 階線形微分方程式なので Green 関数を機械的に構成できる。その構成法は 2 階線形
微分作用素を Dx = d2

dx2 + p(x) d
dx + q(x) とすると、まず初めに線型独立な斉次微分方程

式 Dx[y(x)] = 0 の解を一つずつ見つけ y1(x), y2(x) とする。y1, y2 に関する Wronskian

W [y1, y2](x) = y1(x)y
′
2(x)− y′1(x)y2(x)はW (x) = exp

(
−
∫ x

p(X)dX
)
̸= 0とかける。この

時 Dx[G(x, y)] = δ(x− y)の解である Green関数は

G(x, y) =
1

W (y)
[θ(y − x)y1(x)y2(y) + θ(x− y)y1(y)y2(x)] (2.13)

と求めることができる。ここで θ(x)はステップ関数である。
方程式 (2.10)に戻ると、これは p(x) = 0の場合なのでWronskianは動径方向 xに依存せ
ず周波数のみに依存する。線型独立な斉次解 û

in/up
l (x, ω)を x = ±∞の漸近形で区別すると(

∂2

∂x2
+ ω2 − Vl(r)

)
û
in/up
l (x, ω) = 0, (2.14)

ûinl (x, ω) =

{
e−iωx (x→ −∞)

Aout(ω)e
iωx +Ain(ω)e

−iωx (x→ ∞)
, (2.15)

ûupl (x, ω) =

{
Bout(ω)e

iωx +Bin(ω)e
−iωx (x→ −∞)

eiωx (x→ ∞)
(2.16)

となる。波動方程式のポテンシャルが x→ ±∞の時消えるので、x→ ±∞で解は漸近的に平
面波 eiωx となる。これらの解のWronskian W (ω) = ûinl ∂xû

up
l − (∂xû

in
l )ûupl = −2iωAin(ω)

となる。したがって Green関数 Ĝl(x, y, ω)は

Ĝl(x, y, ω) = − 1

2iωAin(ω)

[
θ(y − x)ûinl (x, ω)ûupl (y, ω) + θ(x− y)ûinl (y, ω)ûupl (x, ω)

]
(2.17)

となる。直観的には x がスカラー波の観測者の亀座標で、ソース項と畳み込みする y はスカ
ラー摂動源の動径座標である。
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Green関数の近似的な表式を計算していく。スカラー波の観測者はブラックホールから十分
離れている (x ≫ rs)、重力波の初期条件はブラックホールから離れたところに局在している
(rs ≪ y ≪ x)と近似すると

Ĝl(x, y, ω) ≃ − 1

2iωAin(ω)
ûinl (y, ω)ûupl (x, ω) ≃ − 1

2iω

(
eiω(x−y) +

Aout

Ain
eiω(x+y)

)
(2.18)

である。第一項はソースから直接観測されるスカラー波、第二項はブラックホールに反射され
てから観測されるスカラー波である。後者は減衰振動することが計算するとわかり ringdown

波に対応する。ここで、反射率 R(ω), 透過率 T (ω) を定義する。ûinl (x, ω) は無限遠から Ain

の振幅で入射した波動が振幅 1でブラックホール内部にポテンシャルを透過して吸収され、振
幅 Aout で反射されて無限遠に帰ってくる解である。したがって、

R(ω) =
Aout

Ain
, T (ω) =

1

Ain
(2.19)

である。ここで、greybody因子 Γ(ω)は透過率の大きさの二乗で定義される。

Γ(ω) := |T (ω)|2 (2.20)

ここで greybody という名前の由来を述べる。ブラックホールは準古典的には黒体放射をす
る。この事象の地平面から放出された Hawking放射はポテンシャルを透過した分だけ無限遠
に観測される。つまり、周波数領域での Hawking 放射の強度は透過率の 2 乗の分だけ black

から greyになるように減少するということに寄る。

■時間領域の Ringdown波形計算公式 周波数領域のスカラー波 ûl(x, ω)は Il(x, ω)をソース
項として (2.11)のようにかけていた。これに x≫ 1という近似下での Green関数の表示を代
入すれば

ûl(x, ω) = −e
iωx

2iω

Aout(ω)

Ain(ω)

∫ ∞

−∞
dyIl(y, ω)(e

iωy +
Ain

Aout
e−iωy) (2.21)

である。Ringdown波形に対応するのは反射率 R(ω) := Aout(ω)
Ain

(ω) (2.19) を用いれば

ûringl (x, ω) = −R(ω)
2iω

eiωx

∫ ∞

−∞
dyIl(y, ω)e

iωy (2.22)

である。ソースは動径方向 y = y0 に十分局在しているデルタ関数的な状況を考え∫ ∞

−∞
dyIl(y, ω)e

iωy = const. (2.23)

とかけると仮定する。この定数を 2π とおくような摂動の初期振幅をとると実際の観測される
ringdonw波形を再現する [4]。逆ラプラス変換することで時間領域の Ringdonw波形は

ul(t− x) =

∫ ∞

−∞
dω

e−iω(t−x)

2iω
Rl(ω) (2.24)
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と求まる。
それでは、ringdown波が減衰振動することを周波数表示の ringdonwに対応する Green関
数を ω の複素関数として解析することでみよう。逆ラプラス変換の実積分の際に、ω に関する
下半平面の極からの寄与が準固有振動数、分岐線からの寄与が tail効果を生み出すことを説明
する。

■準固有振動数 Green関数の表式 (2.18)は Ain(ω) = 0に極を持つ。これは入射波がない時
に、ブラックホールの周りのポテンシャルから波動がブラックホールと無限遠に放出される状
況に対応する。一位の極だと仮定すると Ain ∼ αln(ω − ωln)と表せる。ここで ωln を準固有
振動数という。時間領域の Green関数を求める時の積分を ω に関する複素平面での周回積分
に直す。時間が十分経過した t → ∞での表示を求めたいので複素積分経路を下半平面にとり
分枝線を負の虚数部分にとる。分枝線を避けた経路を取るので経路内に ω = 0は含まれていな
いことに注意する。留数定理から

G(x, y, t) ⊃ −1

2π

∫ ∞+ic

−∞+ic

e−iω(t−x−y)

(
Aout

2iωAin

)
dω =

∑
n

Aout(ωln)

2ωlnαln
e−iωln(t−x−y) (2.25)

となる。ここで、nは減衰率をラベルする準固有振動数の overtone数と呼ばれ nが大きい程
減衰率が大きい。また、Eln = Aout

2ωlnαln
は Excitation factorである。準固有振動数を求める計

算技術としてWKB法 [5]、Leaver法 [6–8], monodromy法 [9, 10]などがある。

■Late-time tail効果 波動方程式 (2.14)は ûl = ψl/
√

1− rs
r と変数変換すると[

d2

dr2
+

1

(1− rs
r )

2

{
ω2 − (1− rs

r
)
l(l + 1)

r2
+

r2s
4r4

}]
ψl = 0 (2.26)

となる。rs ≪ r の時、波動方程式は近似的に(
d2

dr2
+ ω2 +

2rsω
2

r
− l(l + 1)

r2

)
ψl = 0 (2.27)

と表され、ψl =
(

2r
rs

)l+1

eiωrϕ(z), z = −2iωr と変数変換すると
[
z
d2

dz2
+ (2l + 2− z)

d

dz
− (l + 1− iωrs)

]
ϕ(z) = 0 (2.28)

となる。付録 Bにある Kummer関数を用いれば、観測者がブラックホールから十分離れてい
るところ r ≫ rs で

ûinl ≃ A(
r

rs
)l+1eiωrM(l + 1− irsω, 2l + 2;−2irω), (2.29)

ûupl ≃ B(
r

rs
)l+1eiωrU(l + 1− irsω, 2l + 2;−2irω) (2.30)
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と漸近形を求めることができる。これらの漸近解を Green関数の表式に入れると、分岐線上で
の積分の寄与は

G(x, y, t) ⊃ 1

2π

∫ 0

−i∞

[
ûinl (y, ωe2iπ)ûupl (x, ωe2iπ)

W (ωe2iπ)
−
ûinl (y, ω)ûupl (x, ω)

W (ω)

]
e−iωtdω (2.31)

となる。第一種 Kummer関数M(l+ 1− irsω, 2l+ 2;−2irω)は ω に関して一価関数であり、
第二種 Kummer関数 U(a, b; z)は b ∈ Z>0 の時 logと同様な多価関数である:

U(a, n+ 1; ze2πi) = U(a, n+ 1; z)− 2πi
(−1)n

n!Γ(a− n)
M(a, n+ 1; z). (2.32)

一般の b ∈ Cについての多価性はm ∈ Zとして

U(a, b; ze2πim) = e−2πibmU(a, b; z) + 2πi
e−iπbm sin(πbm)

Γ(1 + a− b) sin(πb)

(
M(a, b; z)

Γ(b)

)
(2.33)

と z = 0 に分枝点を持つ。ちなみに、M(a, b; z)/Γ(b) は a, b, z に関して正則であり第一種
Kummer関数の bに関しての極はGamma関数の極由来である。つまり、ωに関する多価性は
ûupl (x, ωe2πi) = ûupl (x, ω) + #ûinl (x, ω)のみに由来する。係数 #はWronskianを用いれば

(2.31) =
1

2π

∫ −i∞

0

ûinl (y, ω)ûinl (x, ω)
W [ûupl (x, ω), ûupl (x, ωe2πi)]

W (ω)2
e−iωtdω

=
iB

(2l + 1)!A

∫ 0

−i∞

ûinl (y, ω)ûinl (x, ω)

2Γ(−l − 1− irsω)W (ω)
e−iωtdω (2.34)

であり、W (ω)は r 依存性がないので r → ∞(x→ ∞)で評価して良く

W (ω) =W [ûinl (x, ω), ûupl (x, ω)] = ABW

[
(
r

rs
)l+1eiωrM, (

r

rs
)l+1eiωrU

]
= AB(

r

rs
)2l+2e2iωrW [M [l + 1− irsω, 2l + 2;−2irω], U [l + 1− irsω, 2l + 2;−2irω]]

= AB(
r

rs
)2l+2e2iωr (−2iω)

−(−2irω)−2l−2e−2irωΓ(2l + 2)

Γ(l + 1− irsω)

=
2iω(−1)l+1AB(2l + 1)!

(2rsω)2l+2Γ(l + 1− irsω)
(2.35)

となる。ここで
W [f(r)M(r), g(r)U(r)] = f(r)g(r)W [M,U ] +M(r)U(r)W [f, g], (2.36)

W [M(a, b; z), U(a, b; z)] = −z
−bezΓ(b)

Γ(a)
(z についての関数として) (2.37)

を用いた。したがって

(2.31) =
−(−4)l(rs)

2l+2

A2((2l + 1)!)2

∫ 0

−i∞
ûinl (x, ω)ûinl (y, ω)

ω2l+1Γ(l + 1− irsω)

Γ(−l − 1− irsω)
e−iωtdω

=
(−4)l(xy)l+1

{(2l + 1)!}2
∫ −i∞

0

ω2l+1Γ(l + 1− irsω)

Γ(−l − 1− irsω)
M [a, b;−2ixω]

×M [a, b;−2iyω] e−iω(t−x−y)dω
(2.38)
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となる。ここで a = l+ 1− irsω, b = 2l+ 2である。重力波が生じてから十分時間が経過した
t≫ 1で観測者はスカラー波を観測する状況で、上の積分は ω の最低次で近似してよく

(2.31) ≃ (−4)l(xy)l+1

{(2l + 1)!}2
∫ −i∞

0

irsω
2l+2l!(l + 1)!

(−1)l
e−iω(t−x−y)dω

=
irs4

l(xy)l+1l!(l + 1)!

{(2l + 1)!}2
∫ −i∞

0

ω2l+2e−iω(t−x−y)dω

=
irs(l + 1)(xy)l+1

{(2l + 1)!!}2
(i∂t)

2l+2 1

i(t− x− y)

=
rs(l + 1)(−xy)l+1

{(2l + 1)!!}2
(2l + 2)!(t− x− y)−(2l+3) ∝ 1

t2l+3
(2.39)

と Late-time tail効果に関する Priceの法則が導出できた [11]。ここで

Γ(−l − 1− irsω) =
(−1)l

(l + 1)!(irsω)
+O

(
ω0
)

(2.40)

を用いた。

2.2 Teukolsky方程式
散乱振幅からの結果と比較するのは前節までの Schwarzschild ブラックホールの greybody

因子であるが、この節では静的球対称という仮定を緩めてみよう。具体的に、固定軸回りで定
常的に回転するブラックホールである Kerr ブラックホールにテンソル場による摂動 (計量の
摂動) を考えよう。これも Schwarzschild ブラックホールの時と同様にスカラー、ベクトル、
テンソル摂動の区別はスピン sで表記したスカラー場の波動方程式、Teukolsky方程式 [12]に
帰着される。その過程で、重力波を扱う時に便利となる vierbeinの取り方 (Newman-Penrose

形式)について説明する。Teukolsky方程式導出の流れは、まず曲率テンソルを物質からの寄
与であるリッチテンソルと純粋に計量からの寄与であるWeylテンソルに分ける。それぞれを
null veirbeinを用いて Newman-Penrose scalar (NPスカラー)に分け、outgoingの重力波に
対応する NP スカラーを特定する。それら NP スカラーを用いて Bianchi 恒等式と Einstein

方程式を記述し組み合わせることで Teukolsky方程式を得る。これらの導出及びブラックホー
ル摂動論は教科書 [13]が詳しい。
Kerr時空の計量はブラックホールの質量をM,角運動量を J とすると

ds2 = gµνdx
µdxν =−

(
1− 2Mr

Σ

)
dt2 − 4Mar sin2 θ

Σ
dtdφ+

Σ

∆
dr2

+Σdθ2 +

(
r2 + a2 +

2Mra2

Σ
sin2 θ

)
sin2 θdφ2 (2.41)

と表される。ここで、∆ = r2 − 2Mr + a2,Σ = r2 + a2 cos2 θ, a = J/M である。この時空は
事象の地平面を持ち、事象の地平面は

∆ = 0 ⇔ r = r± =M ±
√
M2 − a2 (2.42)
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に位置する。また、上の Boyer–Lindquist 座標系に対して静止している観測者のベクトル
∂t = χµ∂µ は Killingベクトルで、事象の地平面の外部領域 r > r+ で timelikeベクトルから
spacelikeベクトルに変わる:

gµνχ
µχν = gtt = −

(
1− 2Mr

r2 + a2 cos2 θ

)
. (2.43)

Killingベクトル ∂t が spacelikeになる領域を ergo球といい、nullとなる領域を ergo球面と
いう。ergo球面の位置 rerg(θ)は

gtt = 0 ⇔ rerg(θ) =M +
√
M2 − a2 cos2 θ (2.44)

であり、ergo球は r < rerg(θ)である。つまり、因果的に繋がった時空で測地線運動をする物
体のエネルギーを定義する Killingベクトル ∂t が、ergo球内では spacelikeとなり負のエネル
ギーを取り得る。
Boyer–Lindquist 座標系での vierbein eµA (A = 0, 1, 2, 3) を定義する。Vierbein は

gµνe
µ
Ae

ν
B = ηAB と各時空点でミンコフスキー計量となる基底である。Boyer-Lindquist 座標

系では時間方向の eµ0 と空間方向の eµi (i = 1, 2, 3)は

(e0)
µ =

1√
∆Σ

(r2 + a2, 0, 0, a), (2.45)

(e1)
µ =

√
∆

Σ
(0, 1, 0, 0), (2.46)

(e2)
µ =

1√
Σ
(0, 0, 1, 0), (2.47)

(e3)
µ =

1√
Σ
(a sin θ, 0, 0,

1

sin θ
) (2.48)

ととると良い。括弧の中身はそれぞれ順に t, r, θ, φ成分である。重力波を扱う時はヌルベクト
ルで基底を張り直した方が良い。例えば、時間方向の outgoingヌルベクトルと ingoingはそ
れぞれ

(e0)
µ + (e1)

µ, (e0)
µ − (e1)

µ (2.49)

であり、空間回転の方向は

(e2)
µ ± i(e3)

µ (2.50)

と複素ベクトルにするとヌル条件を満たす。任意の実関数 λ,Λにして実のヌルベクトル lµ, nµ

と複素なヌルベクトルmµ を

lµ := Λ((e0)
µ + (e1)

µ), nµ :=
1

2Λ
((e0)

µ − (e1)
µ), (2.51)

mµ :=
1√
2
eiλ((e2)

µ + i(e3)
µ), m∗µ =

1√
2
e−iλ((e2)

µ − i(e3)
µ) (2.52)
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と定義すると l2 = n2 = m2 = 0であり

−lµnµ = mµm∗
µ = 1 (2.53)

という規格化条件と

lµmµ = lµm∗
µ = nµmµ = nµm∗

µ = 0 (2.54)

という直交条件を満たす。この Λ, λの任意性は veirbeinに関する局所ローレンツ変換のパラ
メタ由来である。これは後に重力波のスピンを求めるときに用いる。このヌル vierbein を用
いて Boyer-Lindquist座標系で表した Kerr計量を書くと

gµν = −2l{µnν} + 2m{µm∗ν} (2.55)

と計算の見通しが良くなる。今、4 次元時空を考えているのでこれらのヌル vierbein をヌル
tetradともいう。特に実関数 Λ, λを

eiλ =

√
r − ia cos θ

r + ia cos θ
, Λ =

√
Σ

∆
(2.56)

と選んだ時、Kinnersley のヌル tetradという。具体的に Kinnersley のヌル tetradを成分表
示すると

lµ = (
r2 + a2

∆
, 1, 0,

a

∆
), nµ = (

r2 + a2

2Σ
,− ∆

2Σ
, 0,

a

2Σ
), (2.57)

mµ =
1√

2(r + ia cos θ)
(ia sin θ, 0, 1,

i

sin θ
), (2.58)

m∗µ =
1√

2(r − ia cos θ)
(−ia sin θ, 0, 1, −i

sin θ
) (2.59)

である。以降、ヌル tetradと言えば、Kinnersleyのヌル tetradを指す。
規格化した互いに直交するヌル tetradで記述すると計量の表示も簡潔になり Kerr時空周り
の摂動論の計算も見通しが良くなる。そこで、tetrad形式を導入しよう。Kerr時空上のベク
トル V µ に対して

VA := V µ(eA)
µ (2.60)

と tetrad に射影した成分をアルファベットで書くことにする。2階のテンソル Tµν に関して
も同様に

TAB := Tµν(eA)
µ(eB)

ν (2.61)

と定義される。n 階のテンソルに関しても同様である。これら VA, TAB は時空の一般座標変
換に関してスカラーであることに注意する。つまり、tetradの定義は計量 gµν を tetrad形式
にした時の成分表示が ηAB ということである。それでは、曲率テンソルを tetrad形式にしよ
う。そのための準備として Ricci回転係数 γABC を導入しよう。

γABC := (eA)
µ(eB)µ;ν(eC)

ν (2.62)
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Ricci回転係数の定義は符号が異なる時があるので注意である。Ricci回転係数は
γABC = [(eA)

µ(eB)µ];ν(eC)
ν − (eA)

µ
;ν(eB)µ(eC)

ν

= (ηAB);ν(eC)
ν − (eB)

µ(eA)µ;ν(eC)
ν = −γBAC (2.63)

と前の添え字 2個に関して反対称である。曲率テンソル Rρ
µνλ の定義から

(eA)µ;νλ − (eA)µ;νλ = Rρ
µνλ(eA)ρ (2.64)

となるので、曲率テンソルの tetrad形式 RABCD は
RABCD = Rρ

µνλ(eA)ρ(eB)
µ(eC)

ν(eC)
λ (2.65)

となる。それでは、tetrad形式の曲率テンソルを構成する (eA)µ;νλ(eB)
µ(eC)

ν(eD)λ を Ricci

回転係数で書き表すと、
(eA)µ;νλ(eB)

µ(eC)
ν(eD)λ = ([(eA)µ;ν(eB)

µ(eC)
ν ];λ − (eA)µ;ν(eB)

µ
;λ(eC)

ν)(eD)λ

− (eA)µ;ν(eB)
µ(eC)

ν
;λ(eD)λ

= γBAC,λ(eD)λ − gµσ(eA)µ;ν(eB)σ;λ(eC)
ν(eD)λ − gνσ(eA)µ;ν(e

µ
B)(eC)σ;λ(eD)λ

= γBAC,λ(eD)λ − ηEF (eE)
µ(eF )

σ(eA)µ;ν(eB)σ;λ(eC)
ν(eD)λ

− ηEF (eE)
ν(eF )

σ(eA)µ;ν(e
µ
B)(eC)σ;λ(eD)λ

= −γABC,D − ηEF γEACγFBD − ηEF γBAEγFCD (2.66)

となる。ここで、2行目では初項が時空の添字を持っていないので共変微分が偏微分に変わる
ことを、3行目の第 2項と第 3項には tetradの定義式 gµν = (eA)

µ(eB)
νηAB を、4行目では

Ricci回転係数の前 2つの添え字に関する反交換関係を用いた。また、tetradのラベルでのコ
ンマは

VA,B := VA,λ(eB)
λ (2.67)

と定義されている。したがって、tetrad 形式の曲率テンソルは上の CD に関して反対称化を
行えばよく

RABCD = −γABC,D − ηEF (γEACγFBD + γBAEγFCD) + γABD,C

+ηEF (γEADγFBC + γBAEγFDC) (2.68)

となる。tetrad形式では曲率テンソルは Ricci回転係数を用いてかけている。Ricci回転係数
γABC は AB に関して反対称なので全部で 24個の独立成分がある。共変微分の交換関係で定
義されている曲率テンソルは交換関係が満たす Jacobi恒等式と等価である Bianchi恒等式

Rµν[λρ;σ] = 0 (2.69)

を満たす。ここで、[ ]で挟まれた添え字は完全反対称化していることを示している。つまり、
n個の添字 A1, · · · , An を持つテンソル TA1,··· ,An

を考えていたら

T[A1,··· ,An] :=
1

n!

∑
σ∈Sn

sgn(σ)TAσ(1)···Aσ(n)
(2.70)
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という定義である。もちろん tetrad形式の曲率テンソルも Bianchi恒等式を満たす:

RAB[CD;E] := Rµν[λρ;σ](eA)
µ(eB)

ν(eC)
λ(eD)ρ(eE)

σ = 0. (2.71)

ここで tetradのラベルでのセミコロンは

VA;B := Vµ;ν(eA)
µ(eB)

ν (2.72)

と定義した。tetradのラベルでのコロンとセミコロンではスピン接続、または Ricci回転係数
だけ異なることに注意する。RABCD;E は成分表示すると

RABCD;E = Rµνλρ;σ(eA)
µ(eB)

ν(eC)
λ(eD)ρ(eE)

σ

= [Rµνλρ(eA)
µ(eB)

ν(eC)
λ(eD)ρ];σ(eE)

σ −Rµνλρ(eA)
µ
;σ(eB)

ν(eC)
λ(eD)ρ(eE)

σ

· · · −Rµνρσ(eA)
µ(eB)

ν(eC)
λ(eD)ρ;σ(eE)

σ

= RABCD,σ(eE)
σ − ηMN (γMAERNBCD + γMBERANCD

+ γMCERABND + γMDERABCN )
(2.73)

である。以降、Bianchi 恒等式を成分を指定したい時は RAB[CD,E] = 0 の成分に関する式を
(ABCDE)成分と呼ぶことにする。

■Newman-Penrose 形式 上の tetrad をヌル tetrad に選ぶ。つまり、上の tetrad 形式の
(eA)

µ を

{(e0)µ, (e1)µ, (e2)µ, (e3)µ} = {lµ, nµ,mµ,m∗µ} (2.74)

とする。この時 ηAB は

ηAB =


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.75)
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と成分表示される。Kerr 時空の曲率を扱う上で Ricci 回転係数が基本的であることがわかっ
たので、24個ある実独立成分ある γABC と同じ自由度を持つ 12個の複素スカラー量を

α :=
1

2
(γ103 + γ233) =

1

2
(nµlµ;νm

∗ν −m∗µmµ;νm
∗ν), (2.76)

β :=
1

2
(γ102 + γ232) =

1

2
(nµlµ;νm

ν −m∗µmµ;νm
ν), (2.77)

γ :=
1

2
(γ101 + γ231) =

1

2
(nµlµ;νn

ν −m∗µmµ;νn
ν), (2.78)

ε :=
1

2
(γ100 + γ230) =

1

2
(nµlµ;ν l

ν −m∗µmµ;ν l
ν), (2.79)

κ := γ200 = mµlµ;ν l
ν , (2.80)

π := γ130 = −m∗µnµ;ν l
ν , (2.81)

ρ := γ203 = mµlµ;νm
∗ν , (2.82)

λ := γ133 = −m∗µnµ;νm
∗ν , (2.83)

σ := γ202 = mµlµ;νm
ν , (2.84)

µ := γ132 = −m∗µnµ;νm
ν , (2.85)

ν := γ131 = −m∗µnµ;νn
ν , (2.86)

τ := γ201 = mµlµ;νn
ν (2.87)

のように定義する。これらをスピン係数と呼ぶ。ここでスピン係数は複素量なので、κ∗ =

γ∗200 = γ300 のように複素共役も含めると Ricci回転係数と一対一対応することに注意しよう。
曲率テンソルは物質分布から Einstein 方程式を解くと決まる Ricci テンソル部分と真空でも
有限の値を持ち得る重力波の自由度を記述するWeylテンソルWαµβν に

Rαµβν = gα[βRν]µ + gµ[νRβ]α − 1

3
gα[βRν]µR+ Cαµβν (2.88)

と分解できていた。つまり、Einstein 方程式から決まる 10 成分を記述する Ricci テンソル
と 10 成分のWeyl テンソルに分けていた。ここで、Ricci テンソルとWeyl テンソルをヌル
tetradに射影した量を以下のように定義する。まず、Ricciテンソルに関して

Φ00 := −1

2
Rµν l

µlν , (2.89)

Φ11 := −1

4
(Rµν l

µnν +Rµνm
µm∗ν), (2.90)

Φ22 := −1

2
Rµνn

µnν , (2.91)

Φ01 := −1

2
Rµν l

µmν , (2.92)

Φ02 := −1

2
Rµνm

µmν , (2.93)

Φ12 := −1

2
Rµνn

µmν (2.94)

と定義する。Φii (i = 0, 1, 2)は実スカラー量であり、Φ01,Φ02,Φ12 は複素スカラー量である。
これらと Ricciスカラー Rの計 7つのスカラーが Ricciテンソルの実独立 10成分に対応する。
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次に、Weylテンソルに対して

Ψ0 := −Wµνλρl
µmν lλmρ, (2.95)

Ψ1 := −Wµνλρl
µnν lλmρ, (2.96)

Ψ2 := −1

2
Wµνλρ(l

µnν lλnρ − lµnνmλm∗ρ), (2.97)

Ψ3 := −Wµνλρl
µnνm∗λnρ, (2.98)

Ψ4 := −Wµνλρn
µm∗νnλm∗ρ (2.99)

と 5 つの複素スカラー量を定義する。ここで導入したスピン係数, Φab,Ψa を総称して
Newman-Penrose 量 (NP 量) と呼ぶ。Kerr 時空に対しての NP 量を示す。Kerr 時空解は真
空解であるからリッチテンソルと関係している Φab は零となる。スピン接続を tetradに射影
したものであるスピン係数は

ρ =
1

r − ia sin θ
, τ =

ia sin θ√
2Σ

, µ =
∆

2Σ(r − ia cos θ)
=
ρ∆

2Σ
, (2.100)

π =
−ia sin θ√

2(r − ia cos θ)2
= − iaρ

2 sin θ√
2

, β = − cos θ

2
√
2 sin θ(r + ia cos θ)

= −ρ
∗ cot θ

2
√
2
, (2.101)

α =
r cos θ − ia(1 + sin2 θ)

2
√
2 sin θ(r − ia cos θ)2

= π − β∗, γ =
a2 −Mr + i(r −M)a cos θ

2Σ(r − ia cos θ)
= µ− r −M

2Σ
,

(2.102)

ε = κ = σ = ν = λ = 0 (2.103)

となる。上の式で出てくる π はスピン係数であり円周率の π ではないことに注意しよう。そ
してWeylテンソルに対応する NPスカラーは

Ψ2 =
M

(r − ia cos θ)3
=Mρ3, Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0 (2.104)

となる。
Ψ0,Ψ4 は無限遠に到達する重力波に対応していることを見よう。Kerr時空からの重力波に
よる摂動を考えよう。具体的には Kerrブラックホール中心付近で起きた計量の揺らぎが無限
遠に球面波として伝わる状況を考える。Kerr時空は r → ∞で平坦時空なのでうまくゲージを
固定すれば r → ∞で

ds2 = gµνdx
µdxν (2.105)

r→∞−−−→ −dt2 + dr2 + (1 + h+)r
2dθ2 + 2h×r

2 sin θdθdφ+ (1− h+)r
2 sin2 θdφ2

(2.106)

と計量をおける。ここで h+, h× は重力波のプラスモードとクロスモードで、摂動計量
hµν = gµν − g

(b)
µν をゲージ固定した後の 4 次元時空上での物理的な重力波の自由度であ
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る。今、背景計量 g
(b)
µν は Kerr時空である。r → ∞を考えるとヌル tetradは r の主要項で

lµ
r→∞−−−→ (1, 1, 0, 0), (2.107)

nµ
r→∞−−−→ 1

2
(1,−1, 0, 0), (2.108)

mµ r→∞−−−→ 1√
2r

(0, 0, 1,
i

sin θ
) (2.109)

となる。これら無限遠での tetradの表示を Ψ0,Ψ4 に代入すれば、無限遠では物質がないので
曲率テンソルとWeylテンソルは等しく

Ψ0
r→∞−−−→ − 1

2r2

[
Rtθtθ + 2Rtθrθ +Rrθrθ −

1

sin2 θ
(Rtφtφ + 2Rtφrφ +Rrφrφ) (2.110)

+
2i

sin2 θ
(Rtθtφ +Rtθrφ +Rtφrθ +Rrθrφ)

]
,

Ψ4
r→∞−−−→ − 1

8r2

[
Rtθtθ − 2Rtθrθ +Rrθrθ −

1

sin2 θ
(Rtφtφ − 2Rtφrφ +Rrφrφ)

+
2i

sin2 θ
(−Rtθtφ +Rtθrφ +Rtφrθ −Rrθrφ)

]
(2.111)

となる。摂動計量 hµν の一次に関して曲率テンソルは

Rα
µβν = Rα

(b)µβν +∇(b)
β Γα

(1)µν −∇(b)
ν Γα

(1)µβ　+O
(
h2
)

(2.112)

と計算できる。ここで、∇(b)
µ は背景時空に関する共変微分であり

Γµ
(1)αβ =

1

2
gµν(b)

(
∇(b)

β hνα +∇(b)
α hνβ −∇(b)

ν hαβ

)
(2.113)

である。今回、背景時空は Kerr時空であり Rα
(b)µβν = 0, 無限遠で hµν の一次まで見ると計算

上では ∇(b)
µ → ∂µ とすればよい。重力波のプラスモード h+ とクロスモード h× は

h+ =
hθθ
r2
, h× =

hθφ
r2 sin θ

(2.114)

のように計量摂動 hθθ, hθφ と結びついていたから、

Ψ0
r→∞−−−→ 1

2
(∂t + ∂r)

2(h+ + ih×), (2.115)

Ψ4
r→∞−−−→ 1

2
(∂t − ∂r)

2(h+ − ih×) (2.116)

と Ψ0,Ψ4 は重力波のプラス・クロスモードと関係付いた。この関係式から Ψ0 は動径方向内
向き進行波、Ψ4 は動径方向外向き進行波であることがわかる。重力波観測で問題となるのは
外向き進行波であるから Ψ4 に注目する。
それでは、重力波のスピンを求めよう。そのために、局所ローレンツ系のローレンツ変換を
考えたい。ここで、ヌル tetradは以下の 3つの変換でヌル条件と直交条件を変えない。1つ目
の変換は任意の複素数 aに関して

lµ → lµ, mµ → mµ + alµ, nµ → nµ + a∗mµ + am∗µ + |a|2lµ (2.117)
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であり、2つ目の変換は任意の複素数 bに関して

nµ → nµ, mµ → mµ + bnµ, lµ → lµ + b∗mµ + bm∗µ + |b|2nµ (2.118)

であり、3つ目の変換は前に言及したように任意の実数 Λ, θ に関して

lµ → Λlµ, nµ → 1

Λ
nµ, mµ → eiθmµ (2.119)

というものである。これのパラメタ a, b,Λ, θ は４次元局所ローレンツ変換の 6 実自由度に対
応している。特に θ は lµ,mµ で指定される零質量の粒子が伝播する方向を軸として θ だけ回
転している。この 3つ目の変換に対してWeylテンソルの NPスカラーは

Ψ0 → e2iθΨ0, Ψ1 → eiθΨ1, Ψ2 → Ψ2, Ψ3 → e−iθΨ3, Ψ4 → e−2iθΨ4 (2.120)

と変換する。ここから Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4 はそれぞれヘリシティ 2, 1, 0,−1,−2を持つことが
わかる。
それでは、Kerr時空からの摂動論を行い重力波を記述する Teukolsky方程式を導く準備を
する。ヌル tetradでの微分演算子を定義する:

D̂ := lµ∂µ =
r2 + a2

∆
∂t + ∂r +

a

∆
∂φ, (2.121)

∆̂ := nµ∂µ =
r2 + a2

2Σ
∂t −

∆

2Σ
∂r +

a

2Σ
∂φ, (2.122)

δ̂ := mµ∂µ =
iaρ∗ sin θ√

2
∂t +

ρ∗√
2
∂θ +

iρ∗√
2 sin θ

∂φ, (2.123)

δ̂∗ := m∗µ∂µ = − iaρ sin θ√
2

+
ρ√
2
∂θ −

iρ√
2 sin θ

∂φ. (2.124)

ここで、ρ は Kerr 時空のスピン係数で、微分演算子にはハットをつけることで ∆ = r2 −
2Mr + a2, ∆̂は区別する。tetrad形式の曲率テンソル R1313 は Ψ4 の定義から

R1313 = −Ψ4 (2.125)

であった。一方、Ricci回転係数で

R1313 = −γ131,3 + γ133,1 − ηEF (γE11γF33 + γ31EγF13 − γE13γF31 − γ31EγF31) (2.126)

とかけた。γ131,3 = δ̂∗ν のように NP量で書き直すと

−Ψ4 = R1313 = (∆̂− 3γ + γ∗ − µ− µ∗)λ− (δ̂∗ − 3α− β∗ + τ∗ − π)ν (2.127)

と NP 量同士の関係式を得る。他の NP 量についても曲率テンソル RABCD の定義式から同
様の計算ができる。また、Bianchi恒等式の (13130)成分を NP量で書き直すと

0 = −3R13[13,0] = (D̂ + ρ− 4ε)Ψ4 − (δ̂∗ − 2α− 4π)Ψ3 − 3λΨ2

+ (∆̂− 2γ + 2γ∗ − µ∗)Φ∗
02 − (δ̂∗ − 2α+ 2τ∗)Φ∗

12 + 2νΦ∗
01 − 2λΦ11 + σ∗Φ22 = 0

(2.128)
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であり、(13132)成分を書き直すと

0 = −3R13[13,2] = (δ̂ − 4β + τ)Ψ4 − (∆̂− 2γ − 4µ)Ψ3 − 3νΨ2 + (∆̂− 2γ − 2µ∗)Φ∗
12

− (δ̂∗ − 2α− 2β∗ + τ∗)Φ22 + 2νΦ11 − 2λΦ12 + ν∗Φ∗
02 = 0 (2.129)

となる。ここまでは、純粋に Kerr時空の幾何学の議論である。ここで Einstein方程式

Rµν = 8π(Tµν − 1

2
gµνT ) (2.130)

を用いると Ricciテンソルの NP量はエネルギー運動量テンソルを用いて

Φ00 = −4πT00, Φ11 = −2π(T01 + T23), Φ22 = −4πT11,

Φ01 = −4πT02, Φ02 = −4πT22, Φ12 = −4πT12 (2.131)

と結びつく。ここで、NP 量の添え字は慣習でついているもので本修士論文で導入したヌル
tetradの番号とは関係のないことに注意しよう。一方、エネルギー運動量テンソルの方の添字
は Ricci回転係数と同様に tetradの添字である (ex. T00 = Tµν l

µlν)。また、Kerr時空の場合
は Tµν = 0であるがこれから Kerr時空に摂動を加えると上の Bianchi恒等式の Φab がソース
項となり波動方程式が出てくる。

■Teukolsky 形式 これまで計量と曲率テンソルを用いた時空の記述 (Bianchi 恒等式) と
Einstein 方程式をヌル tetrad を用いて定義された NP 量で書き直した。Kerr 時空の場合
gµν = ηµν + hµν と計量を摂動展開して Einstein 方程式を摂動の一次まで書き直すよりも、
NP量を用いた方見通しが良くなる。つまり、計量の摂動ではなく曲率テンソルの摂動を扱う。
これを Teukolsky形式という。
ヌル tetrad,ヌル tetradでの微分演算子、スピン係数、曲率テンソルの NP量に関して

lµ = lµ(b) + lµ(1) + · · · , (2.132)

D̂ = D̂(b) + D̂(1) + · · · , (2.133)

α = α(b) + α(1) + · · · , (2.134)

Ψa = Ψ(b)
a +Ψ(1)

a + · · · (2.135)

と (b) でラベルされた背景時空の寄与と (1) でラベルされた 1 次摂動の部分に分ける。した
がって、上で記載した Ψ4 の定義式と Bianchi恒等式の (13130)成分と (13132)成分を 1次の
摂動と背景に分けると定義式は

(∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) − µ(b) − µ∗(b))λ(1)

− (δ̂∗(b) − 3α(b) − β∗(b) + τ∗(b) − π(b))ν(1) +Ψ
(1)
4 = 0
(2.136)

と括弧で括られた項は Kerr時空の量でその他は 1次摂動項であり、(13130)成分はソースに
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なる Φab を右辺にまとめれば

(D̂(b) + ρ(b) − 4ε(b))Ψ
(1)
4 − (δ̂∗(b) − 2α(b) − 4π(b))Ψ

(1)
3 − 3λ(1)Ψ

(b)
2

= −(∆̂(b) − 2γ(b) + 2γ∗(b) − µ∗(b))Φ
∗(1)
02 + (δ̂∗(b) − 2α(b) + 2τ∗(b))Φ

(1)
12

(2.137)

であり、(13132)成分は

(δ̂(b) − 4β(b) + τ (b))Ψ
(1)
4 − (∆̂(b) − 2γ(b) − 4µ(b))Ψ

(1)
3 − 3ν(1)Ψ

(b)
2

= −(∆̂(b) − 2γ(b) − 2µ∗(b))Φ
∗(1)
12 + (δ̂∗(b) − 2α(b) − 2β∗(b) + τ∗(b))Φ

(1)
22

(2.138)

となる。今、重力波の自由度である Ψ
(1)
4 に関する 2階偏微分波動方程式を導出したい。まず

(2.137) と (2.138) の左辺で未知変数 Ψ
(1)
3 を消去しよう。唐突だが (∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) −

4µ(b) − µ∗(b))×(2.137)から (δ̂∗ − 3α(b) − β∗(b) + τ∗(b) − 4π(b))×(2.138)を引くと[
∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) − 4µ(b) − µ∗(b)

](
δ̂∗(b) − 2α(b) − 4π(b)

)
=
[
δ̂∗(b) − 3α(b) − β∗(b) + τ∗(b) − 4π(b)

](
∆̂(b) − 2γ(b) − 4µ(b)

)
(2.139)

という微分作用素に関する交換関係が使え Ψ
(1)
3 が消える。また、Ψ

(b)
2 は

3
(
∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) − 4µ(b) − µ∗(b)

)
λ(1)Ψ

(b)
2

− 3
(
δ̂∗ − 3α(b) − β∗(b) + τ∗(b) − 4π(b)

)
ν(1)Ψ

(b)
2

= 3((∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) − µ(b) − µ∗(b))λ(1)

− (δ̂∗(b) − 3α(b) − β∗(b) + τ∗(b) − π(b))ν(1))Ψ
(b)
2

+ 3λ(1)(∆̂(b) − 3µ(b))Ψ
(b)
2 − 3ν(1)(δ̂∗ − 3π(b))Ψ

(b)
2

= −3Ψ
(1)
4 Ψ

(b)
2 (2.140)

と簡単な表式になる。ここで 2 行目で積の微分を用い、最後の等号で初項には Ψ4 の定義式
(2.136)を代入し第 2項と第 3項は

(∆̂(b) − 3µ(b))Ψ
(b)
2 =

(
− ∆

2Σ
∂r −

3∆

2Σ(r − ia cos θ)

)
Ψ

(b)
2 = 0, (2.141)

(δ̂∗ − 3π(b))Ψ
(b)
2 =

(
1√

2(r − ia cos θ)
∂θ +

3ia sin θ√
2(r − ia cos θ)2

)
Ψ

(b)
2 = 0 (2.142)

のように具体的な計算で消えることがわかる。ここで、Boyer-Lindquist 座標で表した背景
Kerr時空での NPスカラー Ψ

(b)
2 が

Ψ
(b)
2 =

M

(r − ia cos θ)3
(2.143)
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とかけることを用いた。したがって、Ψ
(1)
4 に関する波動方程式が[

(∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) − 4µ(b) − µ∗(b))(D̂(b) + ρ(b) − 4ε(b))

− (δ̂∗ − 3α(b) − β∗(b) + τ∗(b) − 4π(b))(δ̂(b) − 4β(b) + τ (b)) + 3Ψ
(b)
2

]
Ψ

(1)
4 = −4πT4

(2.144)

のように得られる。ここで、右辺の πはスピン係数ではなく円周率である。T4 は Ricciテンソ
ルの NP量からの寄与を Einstein方程式を用いてエネルギー運動量テンソルで書いたもので

T4 := (∆̂(b) − 3γ(b) + γ∗(b) − 4µ(b) − µ∗(b))

×
[
(δ̂∗(b) − 2α(b) + 2τ∗(b))T

(1)
13 − (∆̂(b) − 2γ(b) + 2γ∗(b) − µ∗(b))T

(1)
33

]
− (δ̂∗(b) − 3α(b) − β∗(b) + τ∗)

×
[
(δ̂∗(b) − 2α(b) − 2β∗(b) + τ∗(b))T

(1)
11 − (∆̂(b) − 2γ(b) − 2µ∗(b))T

(1)
13

]
(2.145)

である。同様に内向きに進む重力波 Ψ
(1)
0 に関しても波動方程式を導出できる。ここで、

ψ−2 := ρ−4Ψ
(1)
4 , (2.146)

ψ2 := Ψ
(1)
0 (2.147)

のように ψs を導入すると統一的に波動方程式を記述できる:

Osψs = 4πΣT̂s. (2.148)

これが Teukolsky方程式である。ここで、π は円周率で Σ = r2 + a2 cos2 θ であった。また、
ソースは s = −2については T̂−2 := 2ρ−4T4 である。微分演算子 Os は

Os :=−
[
(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ

]
∂2t − 4Mar

∆
∂t∂φ +

[
1

sin2 θ
− a2

∆

]
∂2φ +∆−s∂r(∆

s+1∂r)

+
1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) + 2s

[
a(r −M)

∆
+ i

cos θ

sin2 θ

]
∂φ

+ 2s

[
M(r2 − a2)

∆
− r − ia cos θ

]
∂t + s− s2 cot2 θ (2.149)

である。この微分演算子の係数は t, φに依存しない。これは、Kerr時空が定常で z 軸回転不
変な時空であることに由来する。したがって、上の解は e−iωteimφ (m ∈ Z)で展開でき

ψs = R(r)S(θ)e−iωteimφ (2.150)

とおけるだろう。ここで、r, θ に関しても変数分離できる解の形を仮定した。この解の形を
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Teukolsky方程式に代入すると

1

R(r)

[ 1
∆

(
ω2(r2 + a2)2 − 4Marmω + a2ω2 + 2imsa(r −M)− 2isωM(r2 − a2)

)
+ 2isωr +∆−s∂r(∆

s+1∂r)
]
R(r)

+
1

S(θ)

[
− a2ω2 sin2 θ − m2

sin2 θ
+

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ)−

2ms cos θ

sin2 θ

− 2saω cos θ + s− s2 cot θ
]
S(θ) = 0 (2.151)

となる。変数分離の定数を λとおけば[
∆−s d

dr

(
∆s+1 d

dr

)
+
K2 − 2is(r −M)K

∆
+ 4isωr − λ

]
R(r) = 0 (2.152)

と摂動源なし (T̂s = 0)の動径 Teukolsky方程式を得る。ここで K := (r2 + a2)ω −maと定
めた。一方、極角の関数 S(θ)については[

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

d

dθ

)
− a2ω2 sin2 θ − (m+ s cos θ)2

sin2 θ
− 2asω cos θ + s+ 2amω + λ

]
S(θ) = 0

(2.153)

となる。θ = 0, π で発散しないことを要請すると λ は離散ラベルではれる。a → 0 の
Schwarzschild 極限を取ったときスピン重みつき球面調和関数が解となる。したがって
λ

aω→0−−−−→ l(l + 1)− s(s+ 1)となるような λに λl とつけることが多い。
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第 3章

on-shell散乱振幅と BCFW recursion

公式

3.1 spinor-helicity formalism

4次元平坦時空上の場の量子論を考える際に、Kinematicsがわかりやすくなる表示を導入す
る。つまり、この節のタイトルで通称呼ばれる Spinor-helicity formalismを導入する。零質量
の場合は [14]が有質量に拡張する議論は [15]が詳しい。それでは、ます初めに spinorを導入
しよう。

3.1.1 Dirac方程式
では、質量mを持つ自由な Dirac場 Ψの理論を考えよう。ラグランジアン Lは

L = iΨ̄�∂Ψ−mΨ̄Ψ (3.1)

であった。このラグランジアンから Dirac場は運動方程式として

(−i�∂ +m)Ψ(x) = 0 (3.2)

のような Dirac 方程式を満たす。ここで、�∂ = γµ∂µ はファインマンスラッシュ記法であり、
ガンマ行列はカイラル表示 (or ワイル表示)で

γµ =

(
0 σµ

aḃ
(σ̄µ)ȧb 0

)
, {γµ, γν} = −2ηµν (3.3)

である。ここで 4元の Pauli行列 σµ, σ̄µ は σµ = (1, σi), σ̄µ = (1,−σi) (i = 1, 2, 3)であり、
Pauli行列は

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
−1 0
0 1

)
. (3.4)
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と定義されている。また、Dirac共役 Ψ̄は

Ψ̄ := Ψ†β, β =

(
0 δȧ ḃ

δa
b 0

)
. (3.5)

である。両辺に i�∂ +mを作用させれば (−∂2 +m2)Ψ(x) = 0と Dirac場は Klein-Gorden方
程式 (KG 方程式) を満たす。平坦時空には時間と空間それぞれに並進対称性があるので KG

方程式をフーリエ変換し運動量表示で見た方が解きやすい。つまり、KG方程式のモード解で
ある on-shellの 4元運動量 (p2 +m2 = 0)を用いた平面波 e±ipx を用いて Dirac場は

Ψ(x) =

∫
dΦ(p)

(
b(p)u(p) eipx + d∗(p)v(p) e−ipx

)
(3.6)

と展開される必要がある。次に Dirac 方程式の解となるように 4 元 Dirac 場の運動量基底
u(p), v(p)を求めよう。それら u(p), v(p)は

(�p+m)u(p) = 0, (−�p+m)v(p) = 0 (3.7)

の解である。カイラル表示のガンマ行列を見ればこれらはそれぞれ 2 つずつ線型独立な解を
持っている。それらを s = ±でラベルすると Dirac場 Ψ(x)は

Ψ(x) =

∫
dΦ(p)

∑
s=±

(
bs(p)us(p) e

ipx + d∗s(p)vs(p) e
−ipx

)
(3.8)

と平面波展開できる。ここで bs(p), ds(p) は各運動量での複素 Grassmann 数の振幅である。
ここから正準量子化する時は、振幅 bs(p), ds(p)は演算子になり反交換関係

{
bs(p), b

†
s′(p

′)
}
=

δss′2|p|δ̂(3)(p−p′)を満たすことを課す。ここで、δss′はKroneckerのデルタであり、bs(p)は
運動量 pの粒子の消滅演算子、ds(p)は運動量 pの反粒子の消滅演算子となる。Massive(m >

0)の場合は us(p)を静止系で σz の固有カイラルスピノルをとることで構成できる。そのため、
ラベル s = ±は Dirac粒子のスピンを記述していることがわかる。一方、零質量 (m = 0)の
場合は �pus(p) = 0からスピンと運動量は平行になるので、その平行成分の正負 (ヘリシティ)

を s = ±でラベルするような基底をとることができる。

3.1.2 Spinor-helicityの Notationの定義
前節でスピンとヘリシティを定義できたので、4次元時空における spinor-helicityの本修論
における notation を定める。文献によっては、三角ケットと四角ケットが異なる符号のヘリ
シティに対応していることがあるので注意が必要である。4元運動量 pµ は 4元の Pauli行列
σµ = (1, σi) (i = 1, 2, 3)を用いて 2行 2列の行列 paḃ でも書き表せる。

paḃ = pµ(σ
µ)aḃ =

(
−p0 − p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p0 + p3

)
(3.9)

ここで、a (ḃ)は SU(2)の添字で 1 (1̇)から 2 (2̇)を走る。
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■零質量の場合 粒子と反粒子の入れ替え、ingoingと outgoingの入れ替え、ヘリシティの正
負の入れ替えを同時に行っても理論が変わらない (交差対称性)を持つことから、上で定義した
Dirac spinor の基底 us(p), vs(p) は u±(p) = v∓(p) という関係を満たす。ここで、正のヘリ
シティを持つ outgoingな反粒子の spinor基底を |p]a と四角かっこで、負のヘリシティを持つ
outgoingな反粒子の spinor基底を |p⟩ȧ と三角かっこで表す notationを本修論ではとる。つ
まり、

v+(p) = u−(p) =

(
|p]a
0

)
, v−(p) = u+(p) =

(
0

|p⟩ȧ
)
, (3.10)

ū−(p) = (0, ⟨p|ȧ), ū+(p) = ([p|a, 0) (3.11)

である。Dirac方程式から

�pvs(p) = 0, ūs(p)�p = 0, �p =
(

0 paḃ

pȧb 0

)
, (3.12)

であるから、ここで定義したWeylスピノルが

pȧb|p]b = 0, paḃ |p⟩
ḃ
= 0, [p|apaḃ = 0, ⟨p|ȧ p

ȧb = 0 (3.13)

とWeyl方程式を満たすことが確認できる。ここで、添え字の上げ下げは Levi-Civita記号で
行われる。

[p|a = ϵab|p]b, |p⟩ȧ = ϵȧḃ ⟨p|ḃ (3.14)

Levi-Civita記号は ϵ12 = ϵ1̇2̇ = 1 = −ϵ12 = −ϵ1̇2̇ という慣習をとる。この慣習のもとで実際
に (σ̄µ)ȧa = ϵȧḃϵab(σµ)bḃ となることが確認できる。
今、粒子の質量をmとすると pµpµ = −m2 = 0で行列の形式では det

{
paḃ
}
= det

(
pȧb
)
=

m2 = 0となる。つまり行列のランクは 1であることから、su(2)代数の添字を持ったワイル
spinor, |p]a, |p⟩ȧ を用いて

paḃ = −|p]a ⟨p|ḃ , paḃ = − |p⟩a [p|ḃ (3.15)

とかけることがわかる。ここでマイナス符号は、Diracスピノル us(p)がスピンの和に関して
完全系をなす

u−(p)ū−(p) + u+(p)ū+(p) = −�p (3.16)

ことからくる。
では、nullな運動量を kµ = (ω, ω sin θ cosφ, ω sin θ sinφ, ω cos θ)と座標表示したときに具
体的に spinorがどう書けるかを確認しよう。

kaḃ = ω

(
−1− cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ −1 + cos θ

)
= 2ω

(
− cos2 θ

2 e−iφ sin θ
2 cos

θ
2

eiφ sin θ
2 cos

θ
2 − sin2 θ

2

)
(3.17)



3.1 spinor-helicity formalism 27

であるから

|k]a =
√
2ω

(
e−iφ cos θ

2

sin θ
2

)
, |k⟩ȧ =

√
2ω

(
sin θ

2

eiφ cos θ
2

)
. (3.18)

と選べる。それでは、この spinor-helicity formalismを用いて散乱振幅を計算するときよく用
いる性質を見ていこう。まず、三角と四角 spinor の足は異なる表現に属する添え字なので縮
約をとることはできない (⟨p| q] = 0)。では、同じ向きのヘリシティをもった spinorの足を縮
約するとどうなるかみよう。ここで、内積のような notationを定義する。

⟨p q⟩ := ⟨p|ȧ |q⟩
ȧ
, [p q] := [p|a|q]a (3.19)

添え字の上げ下げを Levi-Civita記号を用いているので

⟨q p⟩ = ⟨q|ȧ |p⟩
ȧ
= ϵȧḃϵ

ȧċ ⟨p|ċ |q⟩
ḃ
= −⟨p q⟩, [p q] = −[q p] (3.20)

となる。ここで、運動量 kµ が実であることを用いると
⟨k|ȧ = (|k]a)∗, [k|a = (|k⟩ȧ)∗ (kµが実数) (3.21)

となるので、実運動量 pµ, qµ とすると
[p q]∗ = ⟨q p⟩ (3.22)

となる。また spinor-helicity formalismからMandelstam変数に直すときに

⟨p q⟩[p q] = −⟨p q⟩[q p] = −paḃq
ḃa = −pµqνTr(σµσ̄ν) = 2p · q = (p+ q)2 (3.23)

は便利である。ここで、最後から二番目の等式は Pauli行列 σµ の反交換関係 {σi, σj
}
= 2δij

を、最後の等式は p2 = q2 = 0と零質量であることを用いた。また、散乱振幅を計算するとき
に ū+(p)γ

µv−(q)や ū−(p)γ
µv+(q)のような項に遭遇する。

ū+γ
µv− = (0, ⟨p|ȧ)

(
0 σµ

(σ̄µ)ȧb 0

)(
|q]b
0

)
= ⟨p|ȧ (σ̄

µ)ȧb|q]b, (3.24)

ū−(p)γ
µv+(q) = ([p|a, 0)

(
0 (σµ)aḃ
σ̄µ 0

)(
0

|q⟩ḃ

)
= [p|a(σµ)aḃ |q⟩

ḃ
(3.25)

と三角 spinor,四角 spinorを用いてかける。これらをそれぞれ

⟨p| γµ|q] := ⟨p|ȧ (σ̄
µ)ȧb|q]b, [p|γµ |q⟩ := [p|a(σµ)aḃ |q⟩

ḃ
(3.26)

と書く。このような notation をとっても、三角 spinor と四角 spinor のとる表現の足は異
なりガンマ行列のどちらのカイラル部分と縮約をとるのかわかるので問題ない。また、同
じヘリシティでは縮約が取れないので ⟨1| γµ |2⟩ = [1|γµ|2] = 0 と定める。ここで、運動
量 p1, p2 に対応する三角、四角 spinor を |1⟩ , |1], |2⟩ , |2] のように略記する notation を用い
た。また、４元運動量の符号を変える時 |k]a, ⟨k|ȧ のどちらにマイナス符号を配置するかは
| − k]a = |k]a, ⟨−k|ȧ = −⟨k|ȧ の慣習を用いる。
これらの notationでよく用いる恒等式を記述しよう。
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■Fierz恒等式
⟨1| γµ|2] ⟨3| γµ|4] = 2 ⟨1 3⟩ [2 4] (3.27)

この恒等式はスピノルの縮約を入れ替えるときによく用いる。これは Pauli 行列 σµ が 2 行
2列の行列の完全系をなすこと (σµ)aȧ(σµ)bḃ = −2ϵabϵȧḃ, (σ̄

µ)ȧa(σ̄µ)
ḃb = −2ϵabϵȧḃ から成立

する。

■Schouten 恒等式
⟨l i⟩ ⟨j k⟩+ ⟨l j⟩ ⟨k i⟩+ ⟨l k⟩ ⟨i j⟩ = 0 (3.28)

これは spinorが 2成分であるので 3つ異なる spinorをとってくると一つは他の二つの線形和
でかけることから成立する。つまり、三角 spinorを |i⟩ , |j⟩ , |k⟩ととってくると

|k⟩ = a |i⟩+ b |j⟩ (3.29)

のようにある複素定数 a, bを用いてかける。それぞれ ⟨i| , ⟨j|と内積を取り、任意の三角 spinor

について ⟨i i⟩ = 0を用いれば a = ⟨j k⟩ / ⟨j i⟩ , b = ⟨i k⟩ / ⟨i j⟩と求まる。また、符号が異なる
ヘリシティを考えれば三角 spinorを四角 spinorにしたものが成立する。

■有質量の場合 有質量m > 0の時、det(paȧ) = m2 > 0となり行列を spinorに分解するこ
とはできない。そこで、SL(2,C) の添え字 I, J = 1, 2 を spinor に新たに加えた |pI ]a, |pI⟩ȧ
を導入する。添字 I に関しても Levi-Civita記号 ϵIJ を用いて添え字の上げ下げをする。これ
ら |pI ]a, |pI⟩ȧ を導入すればランク 2の行列も

paȧ = |pI ]a ⟨pI |ȧ (3.30)

と I で和をとることで分解できる。運動量を複素に拡張することを見越して SL(2,C)の添字
をつけたが、次節で説明するように実運動量のときは I が Little groupの添字 su(2) ∼= so(3)

となり運動量 pµ を決めた時の |pI ]a, |pI⟩ȧ の選び方の冗長性に対応する。注意として、添字 I

が SL(2,C)であることは暗に det
(
|pI ]a

)
= det

(
|pI⟩ȧ

)
= mという慣習をとっている。ここ

で導入した有質量の spinor-helicity formalismを用いると

paȧ |pI⟩
ȧ
= |pJ ]a ⟨pJ |ȧ |p

I⟩ȧ = |pJ ]aδJ I det
(
|pK⟩ȧ

)
= m|pI ]a, (3.31)

pȧa|pI ]a = |pJ⟩ȧ [pJ |a|pI ]a = |pJ⟩ȧ ϵIJ det
(
|pI ]a

)
= m |pI⟩ȧ (3.32)

が成立する。これは Dirac 方程式 (�p − m)(|pI ]a |pI⟩ȧ)T = 0 に相当する。つまり、有質量
spinor-helicityは paȧ/mを用いて移り変わる。

3.2 散乱振幅
それでは、散乱振幅を定義しよう。考えている場の量子論モデルの S 行列を S = 1 + iT と
恒等演算子と遷移行列 T に分け時空に関する並進対称性からくる運動量保存則の部分を取り
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除くと、それが散乱振幅である。つまり初期状態に i個の粒子 |k1, σ1; · · · ; ki, σi⟩が終状態で
f 個の粒子 |k1, σ1; · · · ; kf , σf ⟩に遷移する確率から散乱振幅 Aが

δ̂(4)(

f∑
a=1

ka −
i∑

b=1

kb)A(k1, σ1; k2, σ2; · · · , ki, σi → k1, σ1; · · · ; kf , σf ) (3.33)

:= ⟨k1, σ1; · · · ; kf , σf |T |k1, σ1; · · · ; ki, σi⟩

と定義される。ここで、ka は粒子の運動量で σa は粒子の内部自由度を記述する離散ラベルで
ある。それでは、S 行列のローレンツ対称性、理論のユニタリ性、散乱振幅の解析性、相互作
用が局所であることを用いて on-shell 散乱振幅の kinematics が決定できることを説明する。
ローレンツ対称性を満たしつつゲージ不変な相互作用を導入する際に基本構成要素となる 3点
散乱振幅を構成する。

3.2.1 散乱振幅のローレンツ対称性
■Little group 零質量の場合、Paȧ を分解する Weyl スピノルの選び方には不定性があっ
た。実は、|p]a, |p⟩ȧ を eiθ|p]a, e−iθ |p⟩ȧ と θ ∈ C でスケール回転しても paȧ 自体は不変で
ある。これは零質量粒子の little group に対応している。例えば、零質量粒子の運動量が
kµ = ω(1, 0, 0, 1) のようにエネルギー ω で z 軸方向に運動している慣性系を取ると xy 平面
上の回転に関して粒子の運動量は変わらない。実運動量であるという条件は、三角 spinor と
四角 spinorの言葉では |k⟩ȧ = ([k|)∗a となるから、上の θ は実数でなければならない。これは
ちょうど xy 平面回転の U(1)回転に対応する。一方、量子論では xy 平面の回転 (U(1)回転)

に応じて状態の位相が回る。この littel group による位相回転を利用して次節では on-shell 3

点振幅の kinematicsを決定していく。
では次に、質量 m > 0 の有質量の場合を考えよう。有質量粒子の運動量が pµ = m(1,0)

と見える慣性系をとれば、Little group は xyz 空間回転の SO(3) である。Lie 代数としては
so(3) ∼= su(2) であるから、量子論において粒子の状態は su(2) の有限次元ユニタリ既約表
現として変換する。前に定義した spinor-helicity の SL(2,C) の添字は実運動量条件で su(2)

になり little groupと対応する。実際W I
J ∈ SL(2,C)を用いてW I

J |pJ ]a, (W−1)J I |pJ⟩ȧ

と変換しても paȧ = W I
K(W−1)L I |pK ]a ⟨pL|ȧ = δL K |pK ]a ⟨pL|ȧ = |pK ]a ⟨pK |ȧ と不変

である。実運動量であるいう条件は |pI ]a = (⟨pI |ȧ)∗ である。したがって W I
J |pJ ]a =

(ϵIJ (W−1)K J ⟨pK |ȧ)∗ が成り立つという条件から (W−1)K J = ϵIJ (W
I
L)

∗ϵLK = (WJ
K)∗

つまりW ∈ SU(2)という条件がつく。
この有質量 spinor-helicity formalism はスピンの量子化軸を指定せずとも little group に
よる変換が見やすいという利点がある。そこでスピン s 表現に属する有質量粒子の状態を
spinor-helicity formalism を用いて記述したい。そこでスピン s 表現は SU(2) の添え字を
2s 個持った完全対称テンソルを用いて記述できることに注目する。詳しくは球面調和関数を
spinor-helicity formalismを用いて付録 Aに記載した。
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それでは、具体的に散乱振幅のローレンツ対称性を考えてみよう。S 行列は Lorents不変で
あるから、それの状態と内積をとった散乱振幅は外線の粒子に対応したローレンツ群 SO(1, 3)

の表現としてローレンツ変換する。例えば、outgoing を運動量の正の向きにとる今までの
notationでスピン 1

2 の有質量粒子 1,スピン 1
2 の有質量粒子 2,ヘリシティ+ 3

2 の零質量粒子 3,

ヘリシティ−1の零質量粒子 4が関わる 4点散乱振幅A{I1},{J1,J2,J3},{+ 3
2},{−1}(p1, p2, p3, p4)

を考えてみよう。ここで pi は i 個目の粒子の運動量である。この散乱振幅はローレンツ変換
Λによって

A{I1},{J1,J2,J3},{+ 3
2},{−1}(p1, p2, p3, p4) →

(W I1
K1)(W

J1
L1W

J2
L2W

J3
L3)e

3iθe−2iθA{I1},{J1,J2,J3},{+ 3
2},{−1}(Λp1,Λp2,Λp3,Λp4)

(3.34)

と変換する。ここで、スピン 1
2 の粒子の little groupによる変換をW , ヘリシティ + 1

2 の零質
量粒子が little groupによる変換を eiθ としている。

3.2.2 Tree散乱振幅の解析性
Tree 散乱振幅は内線が on-shell になる部分からのみ発散の寄与がくる。実際、相互作用が
局所的な理論を考えてよう。ファインマンルールで頂点に課されるのは微分項からくる運動量
の正冪か結合定数のみであり、分母にくるのは内線の伝播関数からのみである。例えば、4点
散乱振幅を考えてみよう。ここで、4点のときによく用いられる s, t, uチャネルという概念を
導入する。s, t, u は 4 点散乱振幅の時の Mandelstam 変数である。n 点散乱振幅においては
Mandelstam変数は sij = −(pi + pj)

2, sijk = −(pi + pj + pk)
2, · · · のように定義される。4

点の時は s = s12, t = s13, u = s14 である。これらを使うと 4点 tree散乱振幅は s, t, uチャネ
ルと接触項からなることがわかる。ファインマンダイアグラムでかくと

+ + +

のようになり、内線が on-shellとなる運動量での留数は 3点 treeの on-shell散乱振幅から求
めることができる。

3.2.3 on-shell 3点振幅
little groupの表現として on-shell散乱振幅が変換することと運動量保存則を用いて on-shell

3点振幅が定数倍を除いて決定できることを示していこう。では 3つの外線の場合分けをしよ
う。考える場合 (1) 3本すべてが零質量の場合、(2) 2本が零質量, 1本が有質量の場合、(3a)

2本が異なる質量の有質量, 1本が零質量の場合、(3b) 2本が同質量の有質量, 1本が零質量の



3.2 散乱振幅 31

場合、(4) 3本が有質量の場合の全 5通りである。ファインマン図でまとめると以下のように
なる。

(1)

粒子 3

(2) (3a) (3b) (4)

ここで、波線は零質量粒子を、波線と直線は有質量粒子を表している。以下、粒子 i = 1, 2, 3

の運動量を pi とする。

(1) 3本すべてが零質量の場合
運動量保存則から p1 + p2 + p3 = 0であるが、これを零質量 spinor-helicity formalismで書
き直すと |1⟩ [1|+ |2⟩ [2|+ |3⟩ [3| = 0, |1] ⟨1|+ |2] ⟨2|+ |3] ⟨3| = 0となる。ここで、三角 spinor

または四角 spinorか, braまたは ketかで SU(2)の添字 a, ȧとその添字の上下はわかるので
省略した。0 = p23 = (p1 + p2) = ⟨12⟩ [12]であるから、⟨12⟩ = 0または [1 2] = 0となる。で
は初めに、[12] = 0の場合を考えてみよう。spinor-helicityで記述した運動量保存則の第一式
を |1]と内積を取れば 0 = |1⟩ [11] + |2⟩ [21] + |3⟩ [31] = |3⟩ [31]となるため、[31] = 0となる。
また、|2]と内積をとれば 0 = |1⟩ [12] + |2⟩ [22] + |3⟩ [32] = |3⟩ [32]となるため、[23] = 0と
なる。つまり、[12] = [23] = [31] = 0となるため on-shell散乱振幅は ⟨12⟩ , ⟨23⟩ , ⟨31⟩の三角
spinorのヘリシティでのみで記述されなければならない。次に、⟨12⟩ = 0の時も同様な議論が
でき [12] = [23] = [31] = 0が示せ、[12], [23], [31]の四角 spinorのヘリシティのみで on-shell

散乱振幅が記述されなければならない。これを本修論の notation で換言すると、ヘリシティ
が +の outgoing粒子が関わる 3点 on-shell散乱振幅は四角 spinorのみの kinamaticsのみを
持ち、ヘリシティが −の outgoing粒子が関わる 3点 on-shell散乱振幅は三角 spinorのみの
kinematics を持つということである。実は、全ての運動量が実の時 ⟨12⟩ = [21]∗ = 0 なので
on-shell散乱振幅は消える。そのため、上の議論は on-shell条件を満たす複素な運動量を持つ
外線を考えたとき kinematicsはどうなるかという議論をしていた。
それでは、散乱振幅は little group の表現になっていることに着目しよう。今、3本の外線
のヘリシティを h1, h2, h3 とする。hi (i = 1, 2, 3)は ± 1

2 ,±1,± 3
2 , · · · のいずれかの値である。

この 3点 on-shell散乱振幅 Ah1,h2,h3

3 は little groupによって

Ah1,h2,h3

3 → e2i(h1+h2+h3)θAh1,,h2,h3

3 (3.35)

と変換する。A3 ∝ [12]x12 [23]x23 [31]x31 か A3 ∝ ⟨12⟩y12 ⟨23⟩y23 ⟨31⟩y31 と冪依存性をおきヘ
リシティからくる little groupでの回転量と一致させよう。|1]a はヘリシティ − 1

2 の outgoing

の粒子に対応する spinor であったことを思い出すと |1] → e−iθ|1](|1⟩ȧ は逆位相の回転) と
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little group依存性があるから

−x12 − x31 = 2h1, −x23 − x12 = 2h2, −x31 − x23 = 2h3, (3.36)

y12 + y31 = −2h1, y23 + y12 = −2h2, y31 + y23 = −2h3 (3.37)

である。ここで、相互作用が局所であることを要請しよう。⟨12⟩ , [12] は質量次元 1 なので、
kinematicで決まる項が ±(h1 + h2 + h3)となる。kinemacticで決まる項の質量次元が負とな
る相互作用は、場からくる spinor-helicity の寄与が正の質量次元であることを鑑みて、1/∂2

のような分母に微分項がくるものを考える必要があり局所な相互作用ではなくなる。したがっ
て、3点 on-shell散乱振幅は結合定数を g とおくと

Ah1,h2,h3

3 =

{
g[12]−h1−h2+h3 [23]h1−h2−h3 [31]−h1+h2−h3 (h1 + h2 + h3 < 0の時)

g̃ ⟨12⟩h1+h2−h3 ⟨23⟩−h1+h2+h3 ⟨31⟩h1−h2+h3 (h1 + h2 + h3 > 0の時)

(3.38)

のようにかける。ここで、ヘリシティが異なる粒子では異なる結合定数でも良いので g̃ と三角
spinorと四角 spinorで結合定数を変えている。以上の議論をまとめると、遷移確率を時空の
並進対称性を用いて運動量保存則を除き 3 点 on-shell 散乱振幅の kinematics を粒子の little

groupを用いて決定してきた。つまり、ポアンカレ対称性から 3点 on-shell散乱振幅は結合定
数を除いて決まることがわかった。

(2) 2本が零質量, 1本が有質量の場合
粒子 1,2がヘリシティ h1, h2 の零質量粒子,粒子 3がスピン sの有質量粒子とすると、3点

on-shell散乱振幅は A
{I1···I2s},h1,h2

3 と有質量粒子の little groupに対応する SL(2,C)の添字
を 2s個持つ完全対称テンソルとなる。有質量粒子のヘリシティの添字 a, ȧは (p3)aȧ を用いて
aに統一することができた。そこで、有質量粒子の spinor-helicityを用いて

A
{I1···I2s},h1,h2

3 =:
1

ms
3

|pI13 ]a1
· · · |pI2s3 ]a2s

A{a1,···a2s},h1,h2 (3.39)

のように spinor の添字を a に揃えた散乱振幅 A{a1,···a2s},h1,h2 を定義しよう。ここで、
A{a1,···a2s},h1,h2 は SU(2) の添字 a を 2s 個持つ完全対称テンソルとなっており、m−s

3 の
係数は spinor-helicityで添字を変換する際、散乱振幅の質量次元が変わらないように調整する
ために粒子 3の質量m3 を用いた。
では、3点 on-shell振幅の kinematicsを決めて行こう。通常通り添え字の上げ下げは Levi-

Civita 記号で行うものとして Ah1,h2
a1,··· ,a2s を決めていこう。粒子 1 と 2 は独立なので 2 成分あ

る四角 spinorの基底として |1]a, |2]a を選ぼう。運動量保存則から −m2
3 = p23 = (p1 + p2)

2 =

⟨12⟩ [12] が成立するので零質量の kimatics を表す項は [12] のみを用いて記述でき、3 点
on-shell振幅は結合定数を g として

Ah1,h2
a1,··· ,a2s

=
g

ms+y−1
3

(|1]s+x|2]s−x){a1···a2s}[12]
y (3.40)
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とおける。ここで、x, yはこれから零質量粒子の little groupで決まる冪依存性、1/ms+y−1
3 は

結合定数を無次元にするためにかけられた項、(|1]s+x|2]s−x){a1···a2s} は s+x個の四角 spinor

|1]a と s − x個の四角 spinor |2]a を用いて作られた 2s階の完全対称テンソルである。また、
n点散乱振幅の質量次元が 4− nであることを用いた。これは遷移確率と S行列は無次元、生
成消滅演算子が質量次元 −1, 運動量保存則 δ̂(4)(p) は質量次元 −4 であることから従う。で
は、零質量の little groupを用いて x, y を決めて行こう。零質量の little groupによって 3点
on-shell散乱振幅は

Ah1,h2
a1,··· ,a2s

→ e2ih1θe2ih2θAh1,h2
a1,··· ,a2s

(3.41)

と変換する。したがって、

s+ x+ y = −2h1, s− x+ y = −2h2, (3.42)

x = h2 − h1, y = −s− h1 − h2 (3.43)

が従い、2本零質量で、1本有質量の時の 3点 on-shell散乱振幅は

Ah1,h2
a1,··· ,a2s

=
g

m−h1−h2−1
3

(|1]s−h1+h2 |2]s+h1−h2){a1···a2s}[12]
−s−h1−h2 (3.44)

=
g

m2s+h1+h2−1
(|1]s−h1+h2 |2]s+h1−h2){a1···a2s} ⟨21⟩

s+h1+h2 (3.45)

と結合定数を除いて決まる。この式を見ると、テンソル部分の冪は 0以上でなければならない
ので |h1 − h2| > sの時散乱振幅は消えることがわかる。したがって、スピン sの粒子の静止
系での |h1| = |h2|を満たす零質量粒子への崩壊を考えると、2|h1| > sの時 3点散乱振幅は消
える。具体的に、|h1| = |h2| = s = 1の時に適用すると「スピン 1の粒子は光子に崩壊できな
い」という Yangの定理が成り立つことがわかる。

(3a) 1本が零質量, 2本が異なる質量の有質量粒子の場合
粒子１がヘリシティ h1 の零質量粒子、粒子 2,3がそれぞれスピン s2, s3 の有質量粒子とす
る。この時、3 点 on-shell 散乱振幅は A

h1,{I1,I2,··· ,I2s2},{J1,J2,··· ,J2s3}
3 と有質量粒子の little

group の添字を持つ。(2) の時と同様に有質量粒子の四角 spinor|pI2]|pJ3 ]a を用いて spinor 添
字を持つ散乱振幅の添字を

A
h1,{I1,I2,··· ,I2s2},{J1,J2,··· ,J2s3}
3

=
1

ms2
2 m

s3
3

|pI12 ]a1 · · · |p
I2s2
2 ]a2s2

|pJ1
3 ]b1 · · · |p

J2s3
3 ]b2s3A

h1,{a1,··· ,a2s2},{b1,··· ,b2s3}

(3.46)

のように変換する。四角 spinor の基底として ua = |1]a, va =
(p2)aḃ

m2
|1⟩ と選び、spinor のテ

ンソル構造を決めて行こう。つまり、以下のように次元を合わせる質量や結合定数の部分を無
視したテンソル構造だけ書くと xを零質量粒子の little groupから決める量として

Ah1

{a1,··· ,a2s2},{b1,··· ,b2s3}
∝ (us2+s3+xvs2+s3−x){a1,··· ,a2s2},{b1,··· ,b2s3} (3.47)
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のようにかける。粒子 1のヘリシティが h1 なので (s2+ s3+x)+ (s2+ s3−x) = 2x = −2h1

となり x = −h1 と決まる。では、ua を s2 + s3 + h1 個、va を s2 + s3 − h1 個を構成要素と
して 2s2 個の添え字に対して完全対称、2s3 個の添え字に関して完全対称なテンソル構造が何
個あるか考えてみよう。これは、スピン s2 とスピン s3 を合成した時、幾つの既約表現に直和
分解されるかと同じ問題である。つまり、スピン s2 とスピン s3 の粒子を合成するとスピン
が |s2 − s3|, |s2 − s3|+1, · · · , s2 + s3 の直和表現に分解される。したがって、テンソル構造は
s2 + s3 − |s2 − s3| + 1通りある。では、具体的に s2 = 2, s3 = 1, h1 = 1の時を見てみよう。
この時

(u2v4){a1,·,a4},{b1,b2} =

{
(v4){a1,··· ,a4}(u

2){b1,b2} = va1
va2

va3
va4

ub1ub2
(uv3){a1,··· ,a4}(uv){b1,b2}

(3.48)

の 3通りとなる。具体的に、(uv){b1,b2}, (uv
3){a1,··· ,a4}, (u

2v2){a1,··· ,a4} のテンソル構造を書
くと, 添字に関して対称化すれば良いから

(uv){b1,b2} =
1

2
(ub1vb2 + vb2ub1), (3.49)

(uv3){a1,··· ,a4} =
1

4!

∑
σ∈S△

uaσ(1)
vaσ(2)

vaσ(3)
vaσ(4)

=
1

4
(ua1va2va3va4 + va1ua2va3va4 + va1va2ua3va4 + va1va2va3ua4), (3.50)

(u2v2){a1,··· ,a4} =
1

4!

∑
σ∈S4

uaσ(1)
uaσ(2)

vaσ(3)
vaσ(4)

=
1

6

(
ua1ua2va3va4 + va1ua2ua3va4 + va1ua2va3ua4

+ ua1va2ua3va4 + va1va2ua3ua4 + ua1va2va3ua4

)
(3.51)

となる。ここで、S4 は要素数が 4個の集合の置換群である。置換群の位数が小さいときに具
体的にテンソル構造を書き出すときは、Σの公式に当てはめるというより各ペアに関して対称
になるように項を加えていくのが良い。

(3b) 2本が同質量の有質量,1本が零質量の場合
粒子 1 がヘリシティ h1 の零質量粒子、粒子 2, 3 がそれぞれスピン s2, s3 の質量

m2 = m3 = m の有質量粒子とする。(3a) の場合と同様に 3 点 on-shell 散乱振幅
A

h1,{I1,··· ,I2s2},{J1,··· ,J2s3}
3 をヘリシティの添字に変換する:

A
h1,{I1,I2,··· ,I2s2},{J1,J2,··· ,J2s3}
3

=
1

ms2+s3
|pI12 ]a1 · · · |p

I2s2
2 ]a2s2

|pJ1
3 ]b1 · · · |p

J2s3
3 ]bs3A

h1,{a1,··· ,a2s2},{b1,··· ,b2s3}.
(3.52)
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ここで、(3a)と同様にヘリシティの基底 (ua, va) = (|1]a, (p2)aȧ

m |1⟩ḃ)と選びたい。だが、有質量
粒子同士が同質量であることと運動量保存則より−m2 = (p3)

2 = (k1+p2)
2 = −m2+2k1 ·p2,

つまり、0 = 2k1 · p2 = (p2)µ ⟨1| γµ|1] = ⟨1| p2|1] となる。ここで、粒子 1 の運動量が
2kµ1 = ⟨1| γµ|1]とかけることを用いた。したがって、uava = 0となってしまい、四角 spinor

空間の基底としたい ua, va が線形独立でない。運動量保存則から (p2)aḃ |1⟩
ḃ
= −(p3)aḃ |1⟩

ḃ

なので、|1]a と線型独立な四角 spinorを構成できない。そこで、3点の kinematicsを記述する
要素として線形従属な四角 spinor ua と va の比例定数に着目しよう。比例定数を xとすると

va = xua ⇔ x|1]a =
(p2)aḃ
m

|1⟩ḃ (3.53)

であり、両辺に (p2)
ȧb をかけることで三角 spinorの言葉では

1

x
|1⟩ȧ =

(p2)
ȧb

m
|1]b (3.54)

となる。以降、x をそのまま x 因子と呼んでいこう。零質量粒子 1 の little group に対して
x 因子は、ヘリシティが +1 の変換性を持つ。つまり、|1] → e−iθ|1], |1⟩ → eiθ |1⟩ と little

groupで回すと x → e2iθxと変換する。x因子の定義式を任意のレファレンス spinor|ζ]で内
積を取れば

x =
[ζ|p2 |1⟩
m[ζ1]

(3.55)

となる。例えば、光子との相互作用を考えたときの偏光ベクトルに対応するのが x因子である
ことが分かる。また、分母に [ζ1] と spurious な極があるため x 因子自体は非局所的である。
Levi-Civita 記号は不変テンソルであったことを思い出すと、3点 on-shell 散乱振幅を構成す
る要素は x, |1]a, ϵab であり、

Ah1

{a1,···a2s2},{b1,··· ,b2s3}
=

s2+s3∑
i=|s2−s3|

gix
h1+i(|1]2iϵs2+s3−i){a1,··· ,a2s2},{b1,··· ,b2s3} (3.56)

と結合定数を gi として 3点 on-shell散乱振幅がもとまる。ここで、xの冪は零質量粒子 1の
little group依存性からもとまり各 iでのテンソル (|1]2iϵs2+s3−i){a1,··· ,a2s2},{b1,··· ,b2s3} は

ϵa1b1 · · · ϵas2+s3−ibs2+s3−i
|1]as2+s3+1−i

· · · |1]a2s2
|1]bs2+s3+1−i

· · · |1]b2s3 (3.57)

を a1 · · · a2s2 と b1, · · · b2s3 に関して完全対称にしたテンソルである。ちなみに、(3a) の
場合で不変テンソルが出てこないのは ua, va が四角 spinor 空間の完全系を張っており
uavb − ubva = (uava)ϵab となっているためである。

(4) 3本全てが有質量な場合
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粒子 1, 2, 3のスピンをそれぞれ s1, s2, s3 とする。これまでと同様に 3点 on-shell散乱振幅
を有質量 little groupの添字からヘリシティの添字に変換する:

A
{I1,··· ,I2s1},{J1,··· ,J2s2},{K1,··· ,K2s3}
3

= |pI11 ]a1 · · · |p
I2s1
1 ]a2s1

|pJ1
2 ]b1 · · · |p

J2s2
2 ]b2s2 |p

K1
3 ]c1 · · · |p

K2s3
3 ]c2s3

A
{a1,··· ,a2s1},{b1,··· ,c2s2},{c1,··· ,c2s3}
3 . (3.58)

今回は零質量の外線がないので四角 spinor 空間を貼る spinor がない。そこで、2 つ添字を
持ったテンソルを基本構成要素とする。添字 2個のテンソルは対称テンソルと反対称テンソル
に分解できるので反対称テンソルは Levi-Civita記号とし、対称テンソル Oab は

Oab = (p1){aḃ(p2)b}
ḃ =

1

2
((p1)aḃ(p2)b

ḃ + (p1)bḃ(p2)a
ḃ) (3.59)

と選ぶ。ここで、{}を用いて添字を対称化する notationを用いた。4階のテンソルOabOcd−
OacObd のような bcに関して反対称なものを考えると、Oab が対称テンソルであるから adに
関しても反対称になり ϵbcϵad に比例することが分かる。つまり、Levi-Civita記号が 2個以上
出てくるテンソルは全て Oab に書き換えることができる。したがって、3点 on-shell散乱振幅
を構成するテンソルは Levi-Civitaが 0個のものか 1つのものであり、形式的に

A
{a1,··· ,a2s1},{b1,··· ,c2s2},{c1,··· ,c2s3}
3

=

1∑
i=0

∑
σi

gσi
(Os1+s2+s3−iϵi)σi

{a1,··· ,a2s1},{b1,··· ,b2s2},{c1,··· ,c2s3}
(3.60)

とかけることがわかった。ここで、σi は Levi-Civita記号を i個含む時のテンソル構造を識別
するラベルで、gσi

はそのテンソル構造に関する結合定数である。

■高エネルギー極限 上で 3点散乱振幅の kinematicsが little groupから決まることをみた。
有質量粒子の運動量が大きい極限では、有質量 spinor-helicity も零質量の spinor-helicity で
記述できるはずである。このような高エネルギー極限を直観的に記述できる BOLD notation

をここで導入する。例えば、3点 on-shell散乱振幅の (2)の場合のようなヘリシティが h1, h2

の零質量粒子 1,2と質量m,スピン sの有質量粒子 3の on-shell散乱振幅は

A
h1,h2,{I1,··· ,I2s}
3 =

g

m2s+h1+h2−1
⟨21⟩s+h1+h2 [3I11] · · · [3Is+h1−h2 1]︸ ︷︷ ︸

s−h1+h2

[3Is+h1−h2+12] · · · [3I2s2]︸ ︷︷ ︸
s+h1−h2

+ (I1, · · · , I2sに関して対称化) (3.61)

と書けていた。この有質量粒子の little group の添字を完全対称化する操作は、どの spinor

と内積をとっているかが分かれば曖昧さのない操作である。太字を用いて有質量粒子の little

groupに関して対称化していることを示すのが BOLD notationであり、上の例では

A
h1,h2,{I1,··· ,I2s}
3 =

g

m2s+h1+h2−1
⟨21⟩s+h1+h2 [31]s−h1+h2 [32]s+h1−h2 (3.62)
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となる。
それでは、BOLD notationでは高エネルギー極限を扱いやすいことを見ていこう。有質量
粒子の little group が作用する 2次元空間の基底を (ζ±)I と選ぼう。この ± という基底のラ
ベルは、物理的にはスピンの量子化軸方向の固有値が ±に対応している。つまり、スピンの量
子化軸を ni としたとすると ni · (σi)I J(ζ

±)J = ±(ζ±)I (複合同順, σi は Pauli行列)のよう
に選べる。ζ± の規格化は ϵIJ (ζ

+)I(ζ−)J = 1と選ぶことにして、有質量 spinor-helicity |pI ]a
は零質量の spinor-helicity λa, ηa を用いて

|pI ]a = λa(ζ
−)I + ηa(ζ

+)I , (3.63)

⟨pI |ȧ = λ̃ȧ(ζ
+)I − η̃ȧ(ζ

−)I (3.64)

とかける。ここで、λa, ηa の規格化は [λη] = λaηa = m, ⟨λ̃η̃⟩ = λ̃ȧη̃
ȧ = −m としてお

り、チルダは λ̃ȧ = (λa)
∗ のように複素表現への変換を表す。例えば、粒子の運動量を

pµ = (E, p sin θ cosφ, p sin θ sinφ, p cos θ)とパラメタ E, p, θ, φを用いて表すと、paȧ は

paȧ =

(
−E − p cos θ pe−iφ sin θ
peiφ sin θ −E + p cos θ

)
= −(E + p)

(
cos2 θ

2 −e−iφ cos θ
2 sin

θ
2

−eiφ cos θ
2 sin

θ
2 sin2 θ

2

)
− (E − p)

(
sin2 θ

2 e−iφ cos θ
2 sin

θ
2

eiφ cos θ
2 sin

θ
2 cos2 θ

2

)
= −(E + p)

(
cos θ

2

−eiφ sin θ
2

)(
cos θ

2 −e−iφ sin θ
2

)
− (E − p)

(
e−iφ sin θ

2

cos θ
2

)(
eiφ sin θ

2 cos θ
2

)
= |pI ]a ⟨pI |ȧ = −λaλ̃ȧ + ηaη̃ȧ (3.65)

である。スピンの量子化軸を運動量方向に選んだ ζ± をとると、ヘリシティと同じ向きなので
λa =

√
E + p(ζ−)a, ηa =

√
E − p(ζ+)a, λ̃ȧ =

√
E + p(ζ̃−)ȧ, η̃ȧ =

√
E − p(ζ̃+)ȧ と書き下せ

る。ここで、添字が上から下にさがっており、2 × 1 の行列として ζa = ζI と等しくそれを
Levi-Civita 記号で下げている。この表示は pµ = (m, 0⃗) の時 θ, φ の依存性が曖昧になるが、
粒子の静止系では

|pI ]a =
√
mδIa, |pI⟩ȧ =

√
mδIȧ (3.66)

と選ぶ。このように選ぶと、ローレンツ回転を用いて

|p1]a = e−iλ
2 (n⃗·σ⃗)

(√
m
0

)
, |p2]a = e−iλ

2 (n⃗·σ⃗)
(

0√
m

)
, (3.67)

|p1⟩ȧ = ei
λ
2 (n⃗·σ⃗)

(√
m
0

)
, |p2⟩ȧ = ei

λ
2 (n⃗·σ⃗)

(
0√
m

)
(3.68)

とかける。ここで、n⃗ = p⃗/pは運動量の方向で、λは rapidity (tanh λ = p/E)である。
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高エネルギー極限 (p → ∞) を考えると √
E + p →

√
2E,

√
E − p → m/

√
2E となるの

で、λa, λ̃ȧ が大きくなり ηa, η̃ȧ は相対的に寄与が小さくなる。では、特殊相対論的に不変
な形式で高エネルギー極限を取ることを考えよう。高エネルギー極限で ηa ∝ m と振る舞
うことがわかったので、η̂ := ηa/m, ˜̂ηȧ := η̃ȧ/m を導入する。λa, ηa の規格化の条件から
[λη̂] = 1, ⟨λ̃˜̂η⟩ = −1である。有質量粒子 1,2の spinor-helicityを上のように分解したとき λa

に対応するものを λ
(1)
a , λ

(2)
a と書くことにすると

m

[λ(1)λ(2)]
,

m

⟨λ̃(1)λ̃(2)⟩
→ 0 (3.69)

という極限を取れば良いことが分かる。
では、ここで具体的に ζ± と λa がどう書けるか見てみよう。運動量方向 n⃗ =

(cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)を量子化軸とすると量子化軸方向のパウリ行列は

n⃗ · σ⃗ =

(
− cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ cos θ

)
(3.70)

と書ける。この量子化軸に対する ζ± は

(ζ−)I =

(
cos θ

2

−eiφ sin θ
2

)
, (ζ+)I =

(
e−iφ sin θ

2

cos θ
2

)
(3.71)

と選べる。よって、λa, ηa を明示的に書き表すと

λa =
√
E + p

(
cos θ

2

−eiφ sin θ
2

)
, ηa = −

√
E − p

(
e−iφ sin θ

2

cos θ
2

)
, (3.72)

λ̃ȧ =
√
E + p

(
cos θ

2

−e−iφ sin θ
2

)
, η̃ȧ = −

√
E − p

(
eiφ sin θ

2

cos θ
2

)
(3.73)

のようになる。
では、有質量 spinor-helicityをスピン要素とヘリシティ要素に分解できたので、散乱振幅を
ヘリシティ基底に分解していく。例えば、1つのスピン sの有質量粒子が関わる on-shell散乱
振幅 A{I1,··· ,I2s} は

A{I1,··· ,I2s} =

s∑
h=−s

(
(ζ+)s+h(ζ−)s−h

){I1,···I2s}
Ah(λ, λ̃; η, η̃) (3.74)

とヘリシティ hの成分 Ah(λ, λ̃; η, η̃)に分解される。ここで、λa は ζ− と ηa は ζ+ と組になっ
ていたことを思い出すと、ヘリシティ hの成分は

Ah(e
−iθλ, eiθλ̃; eiθη, e−iθη̃) = e2hθAh(λ, λ̃; η, η̃) (3.75)

と変換することが分かる。したがって、高エネルギー極限をとった時の散乱振幅のヘリシティ
h成分は

lim
m→0

Ah(λ, λ̃;mη̂,m˜̂η) (3.76)
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であることがわかる。
それでは、零質量スカラー 2本とスピン 1の有質量粒子の 3点 on-shell散乱振幅で具体的に
見てみよう。この散乱振幅 A3 は

A3 =
[31][32]

[12]
(3.77)

である。ここでは、少し記法の濫用になるが有質量粒子の運動量方向の spinor-helicity (上の
例で言う λa)を |3]a と little groupの添字なしで書くことにすると

|3I ]a = |3]a(ζ−)I +mη̂a(ζ
+)I (3.78)

と書ける。上の 3点 on-shell散乱振幅は、little groupの添字の対称化前では

AI1I2
3 = [12]−1

(
[31](ζ−)I1 +m[η̂1](ζ+)I1

)(
[32](ζ−)I1 +m[η̂2](ζ+)I1

)
= (ζ+)I1(ζ+)I2

m2[η̂1][η̂2]

[12]
+ (ζ+)I1(ζ−)I2

m[η̂1][32]

[12]

+ (ζ−)I1(ζ+)I2
m[η̂2][31]

[12]
+ (ζ−)I1(ζ−)I2

[31][32]

[12]
(3.79)

となる。これを添え字に関して対称化すれば (ζ+ζ+){I1,I2} = (ζ+)I1(ζ+)I2 の係数からヘリシ
ティ h = 1の項が

m2[η̂1][η̂2]

[12]
=

��m2[η̂1][η̂2] ⟨21⟩
����[12] ⟨21⟩

= [η̂1][η̂3] ⟨31⟩ = [η̂1] ⟨13⟩ = [η̂1] ⟨12⟩ ⟨13⟩
⟨12⟩

=
[3η̂] ⟨32⟩ ⟨13⟩

⟨12⟩
= −⟨31⟩ ⟨32⟩

⟨12⟩
(3.80)

と分かる。ここで、1つ目の等号で運動量保存 on-shell 条件 m2 = −(p3)
2 = −(p1 + p2)

2 =

⟨12⟩ [21]を用い、2つ目の等号でも運動量保存則 0 = |1]a ⟨1|ȧ + |2]a ⟨2|ȧ + |3]a ⟨3|ȧ +m2η̂a ˜̂ηȧ

を分子の [η̂2] ⟨21⟩ に用い、3 つ目と 5 つ目の等号で規格化条件 [3η̂] = 1 を用いた。次に、
(ζ+ζ−){I1,I2} = 1

2

(
(ζ+)I1(ζ−)I2 + (ζ+)I2(ζ−)I1

)の係数であるヘリシティ h = 0の項は
m

2[12]
([η̂1][32] + [η̂2][31])

m→0−−−→ 0 (3.81)

と高エネルギー極限で消えることがわかる。最後に、(ζ−ζ−){I1,I2} = (ζ−)I1(ζ−)I2 の係数か
らヘリシティ h = −1の項が

[31][32]

[12]
(3.82)

と分かる。つまり、Bold notationを利用すると、高エネルギー極限をとったときの散乱振幅
がヘリシティに合わせて三角 spinorか四角 spinorかを選び太字を細字にすることで得られる。
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3.3 4点 tree散乱振幅の構成
では、ローレンツ対称性と相互作用が局所なことを用いて on-shell 4点散乱振幅を構成する
手順を説明しよう。この手順により 3点散乱振幅から 4点 tree散乱振幅を構成することで、本
修士論文で計算する放射波に必要な散乱振幅のスペクトル関数が決定できることにつながる。
また、この手順で構成すると自己相互作用する零質量粒子は Lie代数的な相互作用でなければ
ならないことや重力相互作用の等価原理が導出できる。ここでは、最もわかりやすい外線が全
て零質量粒子の自己相互作用による 4点散乱振幅と実用上よく現れる 2つの零質量粒子と 2つ
の有質量粒子からなる 4点散乱振幅を扱おう。前者の例で零質量粒子の自己相互作用に関する
条件式が、後者の例で等価原理が導出できる。

■零質量粒子の自己相互作用による散乱 それでは、まず初めに零質量粒子の自己相互作用
からなる同一粒子の散乱を考えよう。ヘリシティ h の零質量粒子の自己相互作用を考えてみ
よう。外線のヘリシティをそれぞれ 1−h, 2h, 3−h, 4h とする。これは、外線 1の粒子のヘリシ
ティが −h,外線 2の粒子のヘリシティが h、外線 3の粒子のヘリシティが −h,外線 4の粒子
のヘリシティが hという意味である。ファインマン図で言うと sチャネルの内線を on-shellに
した時の留数 Rs とすると

Rs =

1−h 3−h

2h 4h

±h ∓h

のようになる。ここでは h > 0としており、on-shellにした内線を左から右に outgoingに出た
運動量は右の 3点振幅に ingoingに入射するためヘリシティの符号が変わることを、点線カッ
ト左右の符号が表している。今、0 = s = ⟨12⟩ [12] = ⟨34⟩ [34] であるから、まず、⟨12⟩ → 0

と [34] → 0を考えてみる。つまり、

R−+
s =

1−h 3−h

2h 4h

−h +h

を計算すると

R−+
s =

(
[I1]3

[12][I1]

)h
(

⟨4I⟩3

⟨I3⟩ ⟨34⟩

)h

=

(
[13]2 ⟨24⟩2

t

)h

(3.83)
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となる。ここで t = ⟨13⟩ [13] であり、s チャネルの留数は t チャネルの極を含む。このよう
な他のチャネルの留数が出てくる条件と 4点 tree散乱振幅は s, t, uに関して 1位の極である
と言う条件から 4点 tree散乱振幅の関数形を決めていく。同様に tチャネルの留数 Rt や、u
チャネルの留数 Ru を計算すると

Rt =

(
[13]2 ⟨24⟩2

s

)h

, Ru =

(
[13]2 ⟨24⟩2

t

)h

(3.84)

となる。はじめに、具体例として h = 1の時を考えてみよう。内線のヘリシティを固定した各
チャネルの留数を導くような関数形は A,B,C を定数として

[13]2 ⟨24⟩2
(
A

st
+
B

tu
+
C

us

)
(3.85)

と表せる。この関数形から sチャネルの内線が on-shell (s→ 0)になる時の留数は u→ −tに
注意すると A/t+ C/u = (A− C)/tとなる。したがって、上で留数と一致させて

A− C = 1, B −A = −1, B − C = 1 (3.86)

となる。しかし、これは左辺を全て足すと 0 であるが右辺は 1 なので矛盾である。したがっ
て、零質量でヘリシティ 1の粒子は自己相互作用しないこと、つまり、光子は自己相互作用し
ないことが示された。それでは添字 aでラベルされた零質量でヘリシティ 1の粒子の自己相互
作用はどうだろうか。a1, a2, a3 でラベルされた 3点相互作用の結合定数を fa1a2a3 と書こう。
kinamaticsは零質量 little groupで決まるので

1−1
a1

2−1
a2

3+1
a3

= fa1a2a3 [12]3

[13][23]

と表せる。ここで、結合定数のラベルは a1a2a3 の順で反時計回りにラベルが並んでいる
ことを表している。外線 1,2 はボソンなので上の 3 点振幅は外線 1,2 の交換に対して不変
でなければらない。四角 spinor で書かれている kinematics の項は外線 1,2 の交換に対し
て反対称なので結合定数は fa2a1a3 = −fa1a2a3 とならなければならない。また、全て同
じヘリシティの 3 点振幅を考えると fa1a2a3 は完全反対称でなければならないことがわか
る。上の 3 点自己相互作用からなる 4 点散乱振幅を考えると、それぞれ s, t, u チャネルの極
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Ra1a2a3a4
s , Ra1a2a3a4

t , Ra1a2a3a4
u は

Ra1a2a3a4
s = fa1a2efea4a3

[13]2 ⟨24⟩2

t
, (3.87)

Ra1a2a3a4
t = fa3a1efea2a4

[13]2 ⟨24⟩2

s
, (3.88)

Ra1a2a3a4
u = fa4a1efea3a2

[13]2 ⟨24⟩2

t
(3.89)

と分かる。ここで、内線の零質量粒子のラベルを eとおき、eについて和をとっている。一方、
上の留数を持つような局所的な相互作用で決まる 4点 tree振幅の関数形は

[13]2 ⟨24⟩2
(
Aa1a2a3a4

st
+
Ba1a2a3a4

tu
+
Ca1a2a3a4

us

)
(3.90)

とおける。したがって、s, t, uチャネルの留数の比較から

Aa1a2a3a4 − Ca1a2a3a4 = fa1a2efea4a3 , (3.91)

Ba1a2a3a4 −Aa1a2a3a4 = −fa3a1efea2a4 , (3.92)

Ca1a2a3a4 −Ba1a2a3a4 = −fa4a1efea3a2 (3.93)

であり、上の 3つの式の左辺を全て足すと 0である。したがって、結合定数は

fa1a2efea3a4 + fa2a3efea1a4 + fa1a3efea4a2 = 0 (3.94)

と Jacobi恒等式を満たさなければならない。今までの議論をまとめると color-ordered 3点振
幅が kinematicsで決まり、相互作用の局所性と S 行列のユニタリ性から color部分の構造定
数 fa1a2a3 が Jacobi 恒等式を満たすと言う条件を得た。つまり、S 行列のユニタリ性と相互
作用の局所性から、自己相互作用するスピン 1の零質量粒子は Yang-Mills相互作用をしなけ
ればならないことが言えた。
では、次にスピン 2の零質量粒子の場合を考えてみよう。これは重力相互作用に対応する。

sチャネルの留数は 1/t2 に比例するので、一見すると相互作用の局所性に矛盾するが、s = 0

の時 t = −uなので、無矛盾な自己相互作用による 4点散乱振幅は

− [13]4 ⟨24⟩4

stu
(3.95)

が候補となる。実際、これは t, uチャネルの留数も再現する。また、これは重力子の 4点散乱
振幅と定数倍を除いて一致している。では、内部自由度を記述するラベル a を導入してみよ
う。スピン 1の時と同じように結合定数を ga1a2a3 とすると

1−2
a1

2−2
a2

3+2
a3

= ga1a2a3 [12]6

[13]2[23]2
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と表せる。今回は外線 1,2 の取り替えに対して kinematics で決まる項が対称なので結合定数
も ga2a1a3 = ga1a2a3 と対称になる。ヘリシティが全て同じ 3 点散乱振幅を考えれば ga1a2a3

が完全対称であることがわかる。この 3点自己相互作用から無矛盾な 4点 tree散乱振幅を構
成すると

= − [13]4⟨24⟩4
stu Aa1a2a3a4

1−h 3−h

2h 4h

となる。Kinematics の部分は a1, a3 と a2, a4 に関して対称であるから、Aa1a2a3a4 は a1, a3

と a2, a4 に関して対称なテンソルでならなければならない。上で求めた留数と比較すれば

Aa1a2a3a4 = ga1a2egea3a4 = ga1a3egea2a4 = ga1a4egea2a3 (3.96)

と関係式が立つ。この式から Aa1a2a3a4 = ga1a3egea2a4 は完全対称であることがわかる。した
がって、a1 = a2 = a3 = a4 であることがわかり、異なるラベル同士の相互作用はないことわ
かる。つまり、スピン 2の零質量粒子は重力子かそれと同じ散乱振幅を持つ粒子のみである。
では、スピンが 2より大きい零質量粒子について考えよう。この時 sチャネルの留数は少なく
とも u−3 なので、4 点 tree 散乱振幅は高々 s, t, u に関して 1 位の極であることと矛盾する。
したがって、スピンが 2より大きい零質量粒子は自己相互作用できない。

■零質量で異なる粒子の散乱 スピン 1の零質量粒子がスピン sの零質量粒子と 2体散乱する
状況を考えよう。例えば、(1−s2−13+s) のような 3 点振幅からなる 4 点散乱振幅を考えてみ
る。(1−s2−13+s)のような 3点振幅は前節の (1)の議論から

= [12]2s+1[23]1−2s

[31]

3s

2−1

1−s

ともとまる。この相互作用による 2体散乱振幅は sチャネルと uチャネルがあり、それらの留
数は

R+−
s =

1−s 4+s

2+1 3−1

+s −s , R+−
u =

1−s 4+s

2+1 3−1

+s −s
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である。ここで、s = ⟨12⟩ [12] = ⟨34⟩ [34] → 0のときは [12], ⟨34⟩ → 0の kinematicsに着目
した。それでは、各チャネルでの留数を計算していこう。まず、sチャネルの留数は

R+−
s =

(
⟨I2⟩2s+1 ⟨21⟩1−2s

⟨1I⟩

)(
[I3]1+2s[34]1−2s

[4I]

)
=

⟨12⟩2 [13]1+2s[34]1−2s

(−1) ⟨13⟩ [34]

= −⟨12⟩2 [13]2+2s

u[34]2s
= − ([13] ⟨24⟩)2s

u

(
⟨2| p1 − p4

2
|3]
)2−2s

(3.97)

となる。ここで、初めの等号では左の 3点での運動量保存 |1] ⟨1|+ |2] ⟨2|+ |I] ⟨I| = 0を用い
た。次に、u チャネルの留数を計算しよう。チャネル u = ⟨13⟩ [13] = ⟨24⟩ [24] → 0 を考え、
特に上の内線のヘリシティに対応する kinematicsは ⟨13⟩ , [24] → 0である。よって、

R+−
u =

(
[13]2s+1[3I]1−2s

[I1]

)(
⟨42⟩1+2s ⟨2I⟩1−2s

⟨I4⟩

)
=

[13]2s+1 ⟨42⟩1+2s
[34]1−2s ⟨24⟩1−2s

[21] ⟨24⟩

=
(−1)2s ⟨24⟩ [13]2s+1

[12][34]2s−1
=

(−1)2s ⟨12⟩ ⟨24⟩ [34][13]2s+1

s[34]2s
=

(−1)2s ⟨12⟩2 [13]2s+2

s[34]2s

=
([13] ⟨24⟩)2s

s

(
⟨2| p4 − p1

2
|3]
)2−2s

(3.98)

と計算できる。ここで、2つ目の等式で運動量保存則 |2] ⟨2| + |4] ⟨4| − |I] ⟨I| = 0を用い、最
後の等式で 4点の運動量保存則から得られる ⟨24⟩ [34] = ⟨21⟩ [31]を用いた。スピン 1の自己
相互作用との変更部分として 2 − 2s冪の項が出てきた。この項に着目すると s = 0, 12 , 1のと
き、上の留数を持つ s, uに関して高々 1位の極を持つ 4点 tree散乱振幅は

1

su
([13] ⟨24⟩)2s

(
⟨2| p1 − p4

2
|3]
)2−2s

(3.99)

と決定することができる。一方、s ≥ 3
2 のとき、2 − 2s < 0 の負冪が出てきてしまい矛盾の

ない 4点 tree振幅を構成することができない。これは、スピンが 3
2 以上の零質量粒子は光子

と相互作用すると矛盾するということを意味する。つまり、局所な相互作用でローレンツ不変
でユニタリな理論では、スピンが 3

2 以上の電磁電荷を持った粒子がいると矛盾することが分
かった。
では、Yang-Mills 理論の場合ではどうなるだろうか。スピン 1 の零質量粒子の内部自由度
のラベルを aからの英字で、スピン sの零質量粒子の内部自由どを記述するラベルを iからの
英字で書くことにする。(1−s

i 2−1
a 3+s

j )のような内部自由度 iのヘリシティ −s零質量粒子 1と
内部自由度 aのヘリシティ −1零質量粒子 2と内部自由度 j のヘリシティ +s粒子 3の 3点振
幅は前節の (1)の議論から定数部分を行列のように (T a)ij で書くと、

= T a
ij

[12]2s+1[23]1−2s

[31]

3s

2−1

1−s
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となる。つまり、係数はスピン 1の零質量粒子のラベル aに対応した行列があり、その行列成
分はスピン sの零質量粒子のラベル iで指定する notation をとっている。ここから、光子の
例と同様のヘリシティでの s, uチャネルでの 4点散乱の留数は

R+−
s =

1−s
i 4+s

j

2+1
a 3−1

b

I+s
k I−s

k , R+−
u =

1−s
i 4+s

j

2+1
a 3−1

b

I+s
k I−s

k

であり

R+−
s =

([13] ⟨24⟩)2s ⟨2| p1|3]2−2s

u

∑
k

(T a)ik(T
b)kj =

([13] ⟨24⟩)2s ⟨2| p4|3]2−2s

u
(T aT b)ij ,

(3.100)

R+−
u =

([13] ⟨24⟩)2s ⟨2| p4|3]2−2s

s

∑
k

(T b)ik(T
a)kj =

([13] ⟨24⟩)2s ⟨2| p4|3]2−2s

s
(T bT a)ij

(3.101)

と、光子の例と同じく kinematics で決まる項と粒子の内部自由度 T a
ij で決まる項の積にな

る。ここで、行列のように書いた notation を活かして最終的な結果は行列の積で書いた。
(T aT b)ij = (T bT a)ij ,つまり [T a, T b] = 0のとき、光子の例の 4点散乱振幅に (T aT b)ij をか
けることで無矛盾な散乱振幅を構成できる。一方、[T a, T b] ̸= 0のとき、一見すると無矛盾な
散乱振幅が構成できないように見える。しかし、今回はスピン 1の零質量粒子が自己相互作用
しうるので tチャネルからの留数の寄与があっても良い。したがって、sチャネルと uチャネ
ルの留数は 1

t の極を持っていると解釈できる。tチャネルからの留数は

R+−
t =

1−s
i 4+s

j

2+1
a 3−1

b

I+1
c

I−1
c
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である。t = ⟨14⟩ [14] = ⟨23⟩ [23] → 0で [14], ⟨23⟩ → 0の kinematicsで具体的に計算すると

Rt = (T c)ij

(
⟨1I⟩1−2s ⟨I4⟩1+2s

⟨41⟩

)
fabc

[3I]3

[I2][23]
= fabc(T a)ij

(
⟨I4⟩
⟨1I⟩

)2s ⟨1I⟩ ⟨I4⟩ [3I]3

⟨41⟩ [I2][23]

= fabc(T a)ij

(
[3I] ⟨I4⟩
[3I] ⟨1I⟩

)2s
[3I] ⟨I4⟩
[I2] ⟨I4⟩

(⟨1I⟩ [3I])(⟨I4⟩ [3I])
⟨41⟩ [23]

= fabc(T a)ij

(
[13] ⟨14⟩
[34] ⟨14⟩

)2s
[13] ⟨14⟩
[12] ⟨14⟩

(⟨14⟩ [34])([32] ⟨24⟩)
⟨41⟩ [23]

= fabc(T c)ij
[13]2s[13][34] ⟨24⟩

[34]2s[12]
= fabc(T c)ij

[13]2s[13] ⟨12⟩ [31] ⟨21⟩
[34]2ss

= fabc(T c)ij
[13]2s[13] ⟨12⟩ [31] ⟨21⟩

[34]2ss
= fabc(T c)ij

⟨12⟩2 [13]2s+2

s[34]2s

=
fabc(T c)ij

s
[13]2s ⟨24⟩2s ⟨2| p1|3]2−2s (3.102)

となる。ここで、2行目から 3行目に行く時に上の 3点における運動量保存 |1] ⟨1|+ |4] ⟨4|+
|I] ⟨I| = 0 を用い、(2.109) 式で s = ⟨12⟩ [12] と全体の運動量保存則から従う [34] ⟨24⟩ =

[31] ⟨21⟩を用いた。Rt を用いて上の Rs, Ru を打ち消したい。t = 0のとき s = −uなので

[T a, T b] = fabcT c (3.103)

が無矛盾な 4点散乱振幅を構成するために必要である。つまり、スピン 1の零質量粒子の内部
自由度が満たす Lie代数の表現として、スピン sの零質量粒子が相互作用する時の散乱振幅が
構築できた。これら s, t, uチャネルの留数を再現する 4点振幅は

[13]2s ⟨24⟩2s ⟨2| p1|3]2−2s

(
(T aT b)ij

st
+

(T bT a)

tu

)
(3.104)

となる。また、Yang-Mills理論でも同様にスピンが 3
2 以上の零質量粒子が spin 1の零質量粒

子と結合すると矛盾することが分かった。以上の議論で、スピン s = 0, 12 , 1 の零質量粒子の
treeでの相互作用が分かった。
では、スピン 2の零質量粒子 (重力子を想定)がスピン sの零質量粒子と 2体散乱する状況
を考えよう。(1−s2−23+s)のような 3点振幅は前節の (1)の議論から結合定数を g として

= g [12]2s+2[23]2−2s

[31]2

3s

2−2

1−s

と表せる。そこから 4点 tree散乱振幅の s, uチャネルの留数 Rs, Ru
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R+−
s =

1−s 4+s

2+2 3−2

+s −s , R+−
u =

1−s 4+s

2+2 3−2

+s −s

を求める。s チャネルの留数で s = ⟨12⟩ [12] = ⟨34⟩ [34] → 0 のうち [12], ⟨34⟩ → 0 の
kinematicsにおいて

Rs = g2

(
⟨I2⟩2s+2 ⟨21⟩2−2s

⟨1I⟩2

)(
[I3]2s+2[34]2−2s

[4I]2

)
= g2

⟨12⟩2s+2 ⟨21⟩2−2s
[13]2s+2[34]2−2s

⟨12⟩2 [24]2

= g2(−1)2s
⟨12⟩2 ⟨24⟩2

⟨24⟩2 [24]2
[13]2s+2[34]2−2s = g2(−1)2s

⟨24⟩4

⟨24⟩2 [24]2
[13]2s+2[34]2−2s

= g2
([13] ⟨24⟩)2s

u2
⟨2| p4|3]4−2s (3.105)

となる。ここで、最初の等式で運動量保存則 |1] ⟨1|+ |2] ⟨2|+ |I] ⟨I| = 0を用い、最後の等号で
u = ⟨13⟩ [13] = ⟨24⟩ [24]を用いた。続いて、u = ⟨13⟩ [13] = ⟨24⟩ [24] → 0で ⟨13⟩ , [24] → 0

の kinematicsでの留数は

Ru = g2
(
[13]2s+2[3I]2−2s

[I1]2

)(
⟨42⟩2s+2 ⟨2I⟩2−2s

⟨I4⟩2

)
= g2

[13]2s+2 ⟨42⟩2s+2

[13]2 ⟨34⟩2
[31]2−2s ⟨21⟩2−2s

= g2
[13]2 ⟨12⟩2−2s

⟨34⟩2
⟨42⟩2s+2

= g2
[13]2[34]2

s2
⟨12⟩2−2s ⟨42⟩2s+2

= g2
([13] ⟨24⟩)2s

s2
⟨2| − p4|3]4−2s (3.106)

と求まる。ここで、最初の等号で 3点での運動量保存則 |1] ⟨1|+ |3] ⟨3|+ |I] ⟨I| = 0を用いた。
これだけでは、s, t, uに関した高々 1位の極を持つ 4点散乱振幅を構成できないので、tチャ
ネルの極からの寄与もなければならない。tチャネルからの寄与は

R+−
t =

1−s 4+s

2+2 3−2

I+2

I−2
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である。t = ⟨14⟩ [14] = ⟨23⟩ [23] → 0の時で [14], ⟨23⟩ → 0の kineamaticsの留数 Rt は

Rt = g

(
⟨4I⟩2s+2 ⟨I1⟩2−2s

⟨14⟩2

)
κ

2

[3I]6

[I2]2[23]2
=
κg

2

(
⟨4I⟩
⟨I1⟩

)2s ⟨4I⟩2 [3I]2 ⟨I1⟩2 [3I]2

⟨14⟩2 [23]2
[3I]2

[I2]2

=
gκ

2

(
⟨42⟩
⟨21⟩

)2s ⟨42⟩2 [32]2 ⟨21⟩2 [32]2

⟨14⟩2 [23]2
[34]2

[24]2
=
gκ

2
[13]2s ⟨24⟩2s ⟨2| p4|3]4−2s

u2
(3.107)

となる。ここで、重力の自己相互作用定数を κ/2 =
√
8πGN = 1/Mpl とした (GN ,Mpl はそ

れぞれ万有引力定数とプランク質量)。この tチャネルの留数により s, uチャネルからの留数
を打ち消さなければならないので

g =
κ

2
(3.108)

と、スピン sの零質量粒子は重力子の自己相互作用と同じ大きさで相互作用する必要がある。
これは任意の零質量粒子が等しい結合定数で重力と結合していることを意味し、tree散乱振幅
の観点から記述した等価原理である。g = κ

2 のもとで、無矛盾な 4点 tree散乱振幅は

κ2
([13] ⟨24⟩)2s ⟨2| p4 − p1|3]4−2s

stu
(3.109)

と求まる。スピン 1の時と同じように s, t, u以外に極となる項がスピンが 2より大きい時に生
じる。したがって、平坦時空上でスピンが 2より大きい零質量粒子は無矛盾に重力子と相互作
用することはできないことがわかる。

■零質量粒子と有質量粒子の散乱 では次に、以降の章で考えることになる有質量粒子とスピ
ン 1またはスピン 2の零質量粒子との 2体散乱を考えよう。ここでは、スピン sの有質量粒子
とスピン 1の零質量粒子 (光子)が最も単純なテンソル構造の相互作用をしている状況を考え
よう。同じ質量の 2本の有質量粒子とヘリシティ hの零質量粒子 1からなる 3点相互作用は、
前節の (3b)の議論から一般に

Ah
{a1,··· ,a2s},{b1,···b2s} =

2s∑
i=0

gix
h+i(|1]2iϵ2s−i){a1,···a2s},{b1,··· ,b2s} (3.110)

と記述できていた。以降、i = 0の時を minimal結合と呼ぶことにしよう。minimal結合での
3点振幅は有質量粒子の質量をmとして

= 1
xm2s−1 ⟨1{I13{J1⟩ · · · ⟨1I2s3J2s⟩ = 1

x
⟨13⟩2s
m2s−1

3J1···J2s

2−1

1I1···I2s

,
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= x
m2s−1 [1

{I13{J1 ] · · · [1I2s3J2s ] = x [13]2s

m2s−1

3J1···J2s

2+1

1I1···I2s

となる。では初めに、最も単純な s = 0の時、上の 3点振幅から作られる無矛盾なコンプトン
散乱振幅を考えよう。sチャネルと uチャネルからの寄与は

Rs =

1 4

2+1 3−1

, Ru =

1 4

2+1 3−1

であり、x因子を用いて

Rs =
m

x34
mx12 = m2x12

x34
, Ru = mx24

m

x13
= m2x24

x13
(3.111)

とかける。ここで、外線 ij に関数する x因子を xij と記述した。x因子の定義からレファレン
ス spinorを |ζ]として

x12|2] =
p1 |2⟩
m

→ x12 =
[ζ|p1 |2⟩
m[ζ2]

, (3.112)

1

x34
|3⟩ = p4|3]

m
→ 1

x34
=

⟨ζ| p4|3]
m ⟨ζ3⟩

(3.113)

と表せる。ここでは x12 での参照スピノルを |3]に x34 での参照スピノルを |2⟩に選ぶことに
する。ここでのレファレンス spinor 選び方は、コンプトン散乱において光子の偏光ベクトル
のレファレンス spinorを他方の運動量の spinorに選ぶことと同じである。このレファレンス
spinorの選択の下で s→ m2 の時の留数は

Rs =
[3|p1 |2⟩ ⟨2| p4|3]

[32] ⟨23⟩
=

[3|p1 |2⟩ ⟨2| p1|3]
t

=
[3|p1 |2⟩2

t
(3.114)

と求まる。最初の等号で 4 点での運動量保存則 p1 + p2 + p3 + p4 = 0, Weyl 方程式
p2 |2⟩ = p3|3] = 0, そして t = ⟨23⟩ [23] を用い、最後の等式で ⟨3| p1|2] = ⟨3|ȧ (p1)ȧa|2]a =

[2|a(p1)aȧ |3⟩ȧ を用いた。同様に、u→ m2 の時の留数は

Ru =
[3|p4 |2⟩ ⟨2| p1|3]

[32] ⟨23⟩
=

[3|p1 |2⟩2

t
(3.115)

と求まる。自己相互作用がない光子では tチャネル散乱は生じない。s→ m2の時 u−m2 = −t
であり u → m2 の時 s−m2 = −tであることに注意すると、上の留数を持つ s, t, uに関して
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高々 1位の極を持つ 4点 tree散乱振幅は

[3|p1 − p4 |2⟩2

(s−m2)(u−m2)
(3.116)

となる。ここで、定数倍は無視し p1 ↔ p4 の対称性が見やすい式の形にした。
それでは、スピン sの有質量粒子とのコンプトン散乱に話を進めよう。sチャネルと uチャ
ネルからの寄与は

Rs =

1I1,··· ,I2s 4J1,,··· ,J2s

2+1 3−1

p −p , Ru =

1I1,··· ,I2s 4J1,··· ,J2s

2+1 3−1

p −p

である。sチャネルの留数は

Rs = m2(1−2s)x12
x34

([1pI ] ⟨pI4⟩)2s = − [3|p1 |2⟩2

u−m2

(
[1pI ] ⟨pI4⟩

m2

)2s

(3.117)

となる。ここで s = m2 である、つまり、内線の運動量 pが on-shellであること det paȧ = m2

と各 3点での運動量保存則を用いると

x12|2]a =
p1 |2⟩
m

= − (p)aȧ
m

|2⟩ȧ , (3.118)

1

x34
|3⟩ȧ =

p4|3]
m

=
(p)ȧa

m
|3]a (3.119)

という式が成立する。線形独立な 2成分 spinorに関しての方程式が 2本あるので、上の方程
式は解けて paȧ は

paȧ =
−m2|3]a ⟨2|ȧ + (p1 |2⟩)a([3|p4)ȧ

[3|p1 |2⟩

= − m2

[3|p1 |2⟩
|3]a ⟨2|ȧ +

m2x12
x34[3|p1 |2⟩

|2]a ⟨3|ȧ (3.120)

と求まる。実際

paȧ |3⟩ȧ = −m
2 ⟨23⟩

[3|p1 |2⟩
|3]a = mx34|3]a (3.121)

と (3.119)が、p4 |3⟩ ∝ |3], paḃpḃb = m2δa
b に注意すると

paȧ |2⟩ȧ = p1 |2⟩
[3|p4 |2⟩
[3|p1 |2⟩

= −(p1)aȧ |2⟩ȧ (3.122)
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と (3.118)が成り立つことが確認できる。これを用いると Rs の冪乗の部分が

[1I1pI ] ⟨pI4J1⟩
m2

=
[1I1 |a paȧ |4J1⟩ȧ

m2
=

[1I13] ⟨4J12⟩
[3|p1 |2⟩

+
⟨2| p1|1I1 ] ⟨4J1 | p4|3]

[3|p1 |2⟩

=
⟨4J12⟩ [1I13] + ⟨1I12⟩ [4J13]

[3|p1 |2⟩
(3.123)

となる。ここで、2 行目で Dirac 方程式 ⟨1I1 | p1 = −m[1I1 |, p4|4J1 ] = |4J1⟩ を用いた。よっ
て、スピン sの有質量粒子に関するコンプトン散乱 sチャネルの留数は

Rs = − [3|p1 |2⟩2−2s

u−m2
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s (3.124)

と求まる。uチャネルの留数は

Ru = m2(1−2s)x24
x13

([1pI ] ⟨pI4⟩)2s = − [3|p1 |2⟩2−2s

s−m2
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s (3.125)

となるので、高々 s, t, uに関して 1位の極を持つ s, uチャネルからの無矛盾な tree散乱振幅は
[3|p1 |2⟩2−2s

(s−m2)(u−m2)
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s (3.126)

と求まる。
次に、内部自由度のラベル aを持つスピン 1の零質量粒子 (gluon)とのコンプトン散乱を考
えてみる。スピン sの内部自由度が i, j の有質量粒子と gluonとの 3点振幅は、零質量の場合
と同様に (T a)ij を導入して

= (T a)ij
1

xm2s−1 ⟨1{I13{J1⟩ · · · ⟨1I2s3J2s⟩ = (T a)ij
1
x

⟨13⟩2s
m2s−1

3J1···J2s
j

2−1
a

1I1···I2si

,

= (T a)ij
x

m2s−1 [1
{I13{J1 ] · · · [1I2s3J2s ] = (T a)ijx

[13]2s

m2s−1

3J1···J2s
j

2+1
a

1I1···I2si

であるから、s, uチャネルの留数 Rs, Ru は

Rs =

1I1,··· ,I2si 4J1,··· ,J2s

j

2+1
a 3−1

b

p −p , Ru =

1i 4j

2+1
a 3−1

b

p −p
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であり、零質量の場合と同様で光子の時に行列要素がついて

Rs = − [3|p1 |2⟩2−2s

u−m2
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s(T aT b)ij , (3.127)

Ru = − [3|p1 |2⟩2−2s

s−m2
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s(T bT a)ij (3.128)

となる。[T a, T b] ̸= 0 の時 s, u チャネルの寄与のみでは無矛盾な 4 点散乱振幅を作ること
ができない。つまり、gluon の自己相互作用からくる t チャネルからの寄与が必要になる。
t = ⟨23⟩ [23] → 0で ⟨23⟩ → 0の時の留数 Rt

Rt =

1I1,··· ,I2si 4J1,··· ,J2s

j

2+1
a 3−1

b

I+1
c

I−1
c

を考える。tチャネルからの留数の寄与は

Rt = (T c)ijm
1−2sx14[41]

2sfabc
[3I]3

[I2][23]
= fabc(T c)ij

(
[41]

m

)2s
[3|p1 |I⟩ [I3]2

[I2][23]

= fabc(T c)ij

(
[41]

m

)2s

[3|p1 |2⟩
[I3]

[I2]
(3.129)

と表せる。ここで x因子は

x14|I] =
p1
m

|I⟩ (3.130)

と定義されている。

[I3]

[I2]
=

[I3]2

[I3][I2]
=

[3|p1 |I⟩ [I3]
[3|p1 |I⟩ [I2]

=
[3|p1 |2⟩ [23]
[3|p1 |3⟩ [32]

=
[3|p1 |2⟩
u−m2

(3.131)

であるから

Rt = fabc(T c)ij
[3|p1 |2⟩2

u−m2

(
[41]

m

)2s

(3.132)

と計算できる。これらの留数を再現する 4点 tree散乱振幅は

[3|p1 |2⟩2−2s
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s 1

t

[
(T aT b)ij
s−m2

+
(T bT a)ij
u−m2

]
(3.133)
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となる。実際、t = 0で ⟨23⟩ = 0の kinematicsの時、Schouten恒等式を用いれば

⟨4I2⟩ [1J3] + ⟨1J2⟩ [4I3] = [1J3][4I |p4
m

|2⟩+ [4I3][1J |p1
m

|2⟩

= [31J ][4I |p1
m

|2⟩+ [4I3][1J |p1
m

|2⟩

= [4I1J ][3|p1
m

|2⟩ (3.134)

なので、tチャネルの留数も再現していることが確認できる。この 4点散乱振幅の表式を見る
と零質量の場合と同様に s > 1で s, t, u以外の極が生じる。現実にチャージを持った高スピン
の粒子は存在しており散乱実験の対象となっているが、これは低エネルギー有効理論の話なの
で上の議論の適用外である。ここで言えることは、gluonと結合するスピンが 3

2 以上の有質量
粒子は素粒子ではなく複合粒子であるということである。
では次に、零質量スピン 2の粒子 (重力子)とスピン sの有質量粒子とのコンプトン散乱を
考えよう。スピン s有質量粒子と重力子との 3点 minimal結合は

= 1
x2m2s−1 ⟨1{I13{J1⟩ · · · ⟨I2s}3J2s}⟩ = 1

x2

⟨13⟩2s
m2s−1

3J1···J2s

2−2

1I1···I2s

,

= x2

m2s−1 [1
{I13{J1 ] · · · [1I2s}3J2s}] = x2 [13]2s

m2s−1

3J1···J2s

2+2

1I1···I2s

と x因子の冪が光子の場合より 2倍になる。s, uチャネルからの留数 Rs, Ru

Rs =

1I1,··· ,I2s 4J1,··· ,J2s

2+2 3−2

p −p , Ru =

1I1,··· ,I2s 4J1,··· ,J2s

2+2 3−2

p −p

を計算する。x因子の定義と内線の運動量が on-shellであるという条件を用いれば、光子の時
と同様に

Rs = m2(1−2s)x
2
12

x234

(
[1pI ] ⟨pI4⟩

)2s
=

[3|p1 |2⟩4

m2 ⟨23⟩2 [23]2

(
[1pI ] ⟨pI4⟩

m2

)2s

= − [3|p1 |2⟩4−2s

m2t(u−m2)
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s (3.135)
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と求まる。ここで、s = m2 の時 t = ⟨23⟩ [23] = m2 − uであることを用いた。同様に、uチャ
ネルの留数 Ru は

Ru = m2(1−2s)x
2
42

x213

(
[1pI ] ⟨pI4⟩

)2s
= − [3|p1 |2⟩4−2s

m2t(s−m2)
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s (3.136)

と計算できる。この留数を再現する高々 s, t, uに関して 1位の極となる 4点散乱振幅は

−κ2 [3|p1 |2⟩4−2s

t(s−m2)(u−m2)
(⟨42⟩ [13] + ⟨12⟩ [43])2s (3.137)

となる。ここで、4点振幅の次元を合わせる質量は Planck質量の逆数である κに変えた。で
は、上の 4点散乱振幅の tチャネルの留数がユニタリカットからくる留数と一致することを確
認しよう。t = ⟨23⟩ [23] = 0の時 ⟨23⟩ = 0の kinematicsの留数 Rt

Rt =

1I1,··· ,I2s 4J1,··· ,J2s

2+2 3−2

I+2

−I−2

を計算してみると、x因子の定義 x14|I] = p1

m |I⟩から

Rt = κ2m2x214

(
[41]

m

)2s
[3I]6

[I2]2[23]2
= κ2

(
[41]

m

)2s
[3|p1 |2⟩2 [3I]2

[I2]2

= κ2
(
[41]

m

)2s
[3|p1 |2⟩2 [3|p1 |I⟩2 [I3]2

m[3|p1 |I⟩2 [I2]2
= κ2

(
[41]

m

)2s
[3|p1 |2⟩4

[3|p1 |3⟩2

= −κ2
(
[41]

m

)2s
[3|p1 |2⟩4

(s−m2)(u−m2)
(3.138)

となり、gluonの場合と同様に Schouten恒等式を用いれば tチャネルの留数が上の 4点振幅
で再現されていることがわかる。Gluonの場合と同様の議論から、スピンが 2より大きい有質
量粒子は素粒子ではなく複合粒子である必要がある。

3.3.1 BCFW recursion公式
散乱振幅が解析的であるという状況を考えることは、複素な運動量領域も考えていることに
対応している。このような複素平面上で内線運動量が消える極を考えることで積分が留数定理
に帰着され計算が簡単になることを次章で見る。上記のようなパズルの要領で散乱振幅の関
数形を求めるのではなく、実運動量を複素な変数 z を用いてシフトし z 平面での解析性や留
数定理を用いて n + 1点散乱振幅を n点散乱振幅から構成する方法がある。それが、BCFW
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recursion 公式である。この BCFW は Britto, Cachazo, Feng, とWitten の 4人の名から取
られており、要点としては tree 散乱振幅の極は内線が on-shell になるときにのみ現れること
である。ここでは、外線が全て零質量である状況を考えていく。

■複素変数で運動量をシフトする一般論 それでは n点の on-shell 散乱振幅 An(p1, · · · , pn)
を考えよう。外線の運動量を pµi (I = 1, · · · , n)とおいた。全運動量保存則∑n

i=1 p
µ
i = 0と外

線が on-shell条件 p2i = 0を満たしている。ここで、n個の複素 4元ベクトル rµi (i = 1, · · · , n)
を導入しよう。ri (i = 1, · · · , n)に以下の 3条件を課す。一つ目は運動量保存則のような

(i)

n∑
i=1

ri = 0 (3.139)

という条件である。二つ目は任意の i, j = 1, · · · , nについて

(ii) ri · rj = 0 (3.140)

であり、特に ri はヌルである。最後に 3つ目の条件は各 i番目の運動量 pi に対して

(iii) pi · ri = 0 (3.141)

であり、(iii)式に関しては iについて和をとっていない。
では、複素変数 z ∈ Cを導入し外線の運動量 pµi をシフトしよう。シフトした後の運動量を

qµi とすると

qµi = pµi + z rµi (3.142)

のように遷移させる。すると上で ri で課した条件らのおかげで、条件 (i) により qi による運
動量保存則

n∑
i=1

qµi =

n∑
i=1

(pµi + rµi ) = 0 (3.143)

が成り立ち条件 (ii),(iii)から

q2i = (pi + ri) = p2i + 2pi · ri + r2i = 0 (3.144)

とシフトした後の運動量 qi も on-shell 条件を満たすことがわかる。ここで、tree 散乱振
幅の内線運動量になりうる PI を考えてみる。部分集合 I ⊂ {1, · · · , n} の要素数 #I は
2 ≤ #I ≤ n− 2であり、PI =

∑
i∈I pi と定義した。同様に QI =

∑
i∈I qi, RI =

∑
i∈I ri と

定義すると、

Q2
I = (PI + zRI)

2 = P 2
I + 2z PI ·RI +R2

I = P 2
I + 2z PI ·RI (3.145)

となる。ここで重要なのが条件 (ii),(iii)のおかげで R2
I = 0となり Q2

I が z の一次式になるこ
とである。つまり、シフトする前の外線運動量 pi と導入した複素運動量 ri から定義される定
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数 zI を用いて

Q2
I = −P

2
I

zI
(z − zI), zI = − P 2

I

2PI ·RI
(3.146)

とかける。シフトした後の運動量 qi も運動量保存則と on-shell条件を満たしていたので、z の
関数として外線を qi にした n点 on-shell散乱振幅

Ã(z) := A(q1, · · · , qn) = A(p1 + zr1, · · · , pn + zrn) (3.147)

を考えてみよう。定義から Ã(z = 0) = A(p1, · · · , pn) であり、Ã(z) は z について解析的で
ある。
ここで、Ãn(z) を tree 散乱振幅に限定しよう。Tree に限定すると Ãn(z) は分岐を持つ

(log z,
√
z のような) 関数形ではない。相互作用が局所的であると仮定すると、Ãn(z) は内線

が on-shellになる点で z について高々 1位の極を持つ。つまり、内線の運動量が Q2
I = 0とな

る、z = zI となる点で Ãn(z)は 1位の極を持つ。ここで Cauchyの定理を思い出してみよう。
z = 0周りの十分小さい閉経路 |z| = ϵで積分すると

An(p1, · · · , pn) = Ãn(0) =

∮
|z|=ϵ

dz

2πi

Ãn(z)

z
(3.148)

となる。ここで、上の周回積分の見方を変えて |z| > ϵでの留数を拾っていると考えると

An = −
∑
zI

Resz=zI

Ãn(z)

z
+Bn (3.149)

となる。ここで無限遠点 z = ∞での留数を Bn とおいた。無限遠点での振る舞いを見るため
に z = 1

ω と変数変換すると

dz

z
= −dω

ω
(3.150)

であるから無限遠点の留数には負符号はつかず、Bn は Ãn(z)の z ＝∞周りの展開で O
(
z0
)

の定数項であることに注意したい。このように Cauchyの定理を変形した良い点は、z = zI に
おいて内線が on-shell となっており散乱振幅が因数分解できる点である。つまり、z = zI に
おける 1位の極の留数は

Resz=zI

Ãn(z)

z
= lim

z→zI
(z − zI)

AL(z)AR(z)

z Q2
I

= −AL(zI)AR(zI)

P 2
I

(3.151)

であり、PI でラベルされる内線をカットし左右に分かれた部分ダイアグラム AL, AR を zI だ
けシフトした振幅の積をシフト前の内線の伝播関数をかけたものになっている。Feynmann図
を用いて書けば
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Resz=zI
Ãn(z)

z =

1 i+ 1

2
...

i− 1

L

i n

i+ 2
...
n− 1

R
PI

のようになり n 点の tree 散乱振幅の計算が n より小さい外線数の tree 散乱振幅の計算に
帰着できたことが分かる。一方、Bn については再帰的な一般論は知られていないが、pure

Yang-Mills 理論や平坦時空からの線形摂動での Einsstein 重力理論では Bn = 0, つまり、
z → ∞で Ãn(z) → 0となるようなシフト方法を構成できる [16]。以上から、Bn = 0である
ことを仮定すると treeな n点 on-shell散乱振幅 An が

An(p1, · · · , pn) =
∑
I

AL(zI)AR(zI)

P 2
I

(3.152)

のように外線数が nより小さい散乱振幅との再帰的な関係式を構成できことがわかった。この
構成方法は Feynmann ルールで現れる偏光ベクトルのようなゲージ依存な量を用いていない
のでゲージ不変な方法であり、時空の次元にもよらないという利点を持つ。

■BCFW recursion公式 上で導入した複素ヌル 4元ベクトル ri を具体的に与えよう。ここで
は、n個中 n− 2個の外線運動量はシフトせず、外線 pi, pj の 2本をシフトする状況を考える。
複素シフトした後の運動量をハットˆをつけて記述することにしよう。BCFWシフトでは

|̂i] = |i] + z|j], |̂i⟩ = |i⟩ , (3.153)

|ĵ] = |j], |ĵ⟩ = |j⟩ − z |i⟩ (3.154)

とシフトする。これは [i, j⟩−シフトと呼ばれる。上の一般論での記法と比較してみると

(p̂i)aȧ = −|̂i]a ⟨̂i|ȧ = −|i]a ⟨i|ȧ − z|j]a ⟨i|ȧ = (pi)aȧ − z|j]a ⟨i|ȧ , (3.155)

(p̂j)aȧ = −|ĵ]a ⟨ĵ|ȧ = −|j]a ⟨j|ȧ + z|j]a ⟨i|ȧ = (pj)aȧ + z|j]a ⟨i|ȧ (3.156)

という計算から、(ri)aȧ = −(rj)aȧ = −|j]a ⟨i|ȧ というシフトであることがわかる。ri = −rj
から条件 (i)を満たすことが確認でき、Fierz恒等式を用いれば

r2i = ⟨i| σ̄µ|j] ⟨i| σ̄µ|j] = 2 ⟨ii⟩ [jj] = 0 (3.157)

から条件 (ii)を満たすことが確認でき、

2pi · ri = [i|ri |i⟩ = −[ij] ⟨ii⟩ = 0, (3.158)

2pj · rj = [j|rj |j⟩ = [jj] ⟨ij⟩ = 0 (3.159)

から条件 (iii)を満たすことが確認できる。
これの便利さを具体例で体験してみよう。具体例として pure Yang-Mills 理論における

MHV-n点 tree散乱振幅の Parke-Taylor公式を導出する。その公式は n本の外線中 n− 2本
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がヘリシティ −1で 2本がヘリシティ +1の n点散乱振幅 An(1
+, 2+, 3−, · · · , n−)に関して

An(1
+, 2+, 3−, · · · , n−) =

⟨12⟩4

⟨12⟩ ⟨23⟩ · · · ⟨n1⟩
(3.160)

というものである。ここでMHVというのはMaximally helicity violatingの略である。この
言葉の由来は、tree散乱振幅でヘリシティが全て同じか、一つだけ異なる振幅は消えることに
由来する。つまり

Atree
n (1−, 2−, · · · , n−) = Atree

n (1+, 2−, · · · , n−) = 0 (3.161)

であり、符号が反転した tree 散乱振幅に関しても同様である。これは、pure Yang-Mills 理
論の相互作用項 AA∂A + A4 の次元解析と外線の偏光ベクトルのレファレンス spinorをうま
く選ぶことで示せたことを思い出そう [1]。外線が全て outgoing の notation から in-out 形
式で解釈すると全てヘリシティが同じ振幅は 1+2+ → 3−, · · · , n− のように初期状態と終状
態でヘリシティが破れている反応であり An(1

−, 2−, · · · , n−) に対応した tree では消える散
乱振幅である。また、An(1

−, 2−, 3+, 4−, · · · , n−)に対応したヘリシティが次に最大に破れた
1+, 2+ → 3+, 4−, · · · , n−反応も treeでは消える。treeで消えない最大にヘリシティが破れた
反応は 1+, 2+ → 3+, 4+, 5−, · · · , n−であり、これに対応するAn(1

−, 2−, 3+, 4+, 5−, · · · , n−)

が Maximally helicity violating (MHV) 振幅となる。MHV の次にヘリシティが破れた
An(1

+, 2+, 3+, 4−, · · · , n−) は Next-to-MHV (NMHV) 振幅と呼ばれる。一般に NkMHV

振幅は k + 2本の正のヘリシティを持つ外線と n− k − 2本の負のヘリシティを持つ外線から
なる振幅を指す。この議論はヘリシティの符号を反転した振幅について成り立つので、それら
の振幅は anti-MHV振幅などと呼ぶ。
それでは、BCFW recursion公式を用いて Parke-Taylor公式を示そう。外線数が n = 3の
時は零質量粒子の little groupに関する議論から

An(1
+, 2+, 3−) =

⟨12⟩3

⟨23⟩ ⟨31⟩
(3.162)

と公式が成立する。Pure Yang-Mills 理論の時 z = ∞での留数 Bn の寄与はないので再帰的
な議論が可能となる。そこで、外線数が n ≥ 4未満のMHV散乱振幅について Parke-Taylor

公式が成り立つと仮定し、外線が n本のMHV振幅を考えてみよう。[1, 2⟩−シフトをとると
漸化式はダイアグラムを用いて書くと

An(1
+, 2+, 3−, · · · , n−) =

∑n
k=4

1̂+ 2̂+

n−

...
L

k− (k − 1)−

3−

...

R
PI± ∓

のようになる。ここで、シフトした運動量にはハットˆをつけて区別した。また、シフトした
外線がそれぞれ左と右にない場合 z に関する極を内線が持ち得ないため 1̂は左、2̂は右にある
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と仮定して良い。また、運動量 PI の内線の端点の符号は各部分ダイアグラムでのヘリシティ
を表しており、和をとっている。左の部分ダイアグラムにおいて PI のヘリシティが負の時を
考えると左のダイアグラムは外線数が n− k + 3本で一つだけヘリシティが異なる散乱振幅な
ので n − k + 3 = 3以外で消える。同様に左の部分ダイアグラムにおいて PI のヘリシティが
負の時は、右の部分ダイアグラムが外線 k − 1本で一つだけヘリシティが異なる散乱振幅とな
るので k = 4以外で消える。つまり、上の k に関する和は 4 < k < nの項は寄与しない。し
たがって、漸化式は簡単になり

An(1
+, 2+, 3−, · · · , n−) =

1̂+ 2̂+

L

n− (n− 1)−

3−

...

R
PI− +

1̂+ 2̂+

n−

...
L

4− 3−

R
PI+ −

+

のように二項の和になる。初項の左の部分ダイアグラムに着目してみると、この 3 点振幅は
PI = P1n = p1 + pn とすると

[P̂1nn]
3

[n1̂][1̂P̂1n]
(3.163)

に比例する。今 P̂in は on-shellになるように z = z1n となっているから

0 = (p̂1 + pn)
2 = 2p̂1 · pn = [1̂n] ⟨n1⟩ (3.164)

という計算から [1̂n] = 0となり分母が 0となる。一方、分子も

|P̂1n⟩ [P̂1nn] = −P̂1n|n] = −p̂1|n] = |1⟩ [1̂n] = 0 (3.165)

と計算でき |P̂1n⟩ は三角 spinor として 0 ではないので [P̂1nn] も [1̂n] と同程度に 0 となって
いる。同様に

|P̂1n⟩ [P̂1n1̂] = −P̂1n|1̂] = −pn|n] = |n⟩ [n1̂] = 0 (3.166)

と分母の [1̂P̂1n]も [1̂n]と同程度に 0となる。分子は 3乗、分子は 2乗であるから全体として
初項に含まれる左の部分ダイアグラムの寄与は 0となる。よって、BCFW recursion公式から

An(1
+, 2+, 3−, · · · , n−) =

A3(2̂
+, 3−,−P̂−

23)An−1(1̂
+, P̂+

23, 4
−, · · · , n−)

P 2
23

(3.167)
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という漸化式が成立する。p2 に関しては三角 spinorのみがシフトされているため、初項のよ
うな議論は成立せず 3点部分ダイアグラムは消えない。外線数 n− 1本の部分ダイアグラムに
関して Parke-Taylor公式を仮定して計算すると

A3(2̂
+, 3−,−P̂−

23)An−1(1̂
+, P̂+

23, 4
−, · · · , n−)

P 2
23

=
[P̂233]

3

[32̂][2̂P̂23]

1

⟨23⟩ [32]
⟨P̂231̂⟩

3

⟨4P̂23⟩ ⟨45⟩ · · · ⟨n1⟩
(3.168)

となる。[1, 2⟩−シフトなので |1̂⟩ = |1⟩ , |2̂] = |2], ⟨1̂2̂⟩ = ⟨12̂⟩ = ⟨12⟩であることに注意して
分子と分母を計算する。分子は

[P̂233]
3 ⟨P̂231̂⟩

3
= [3|P̂23 |1⟩3 = [3|p̂2 |1⟩3 = [32]3 ⟨2̂1⟩3 = [32]3 ⟨21⟩3 (3.169)

であり、分母は

[2̂P̂23] ⟨4P̂23⟩ = [2|P̂23 |4⟩ = [23] ⟨34⟩ (3.170)

となる。したがって、

An(1
+, 2+, · · · , n−) =

⟨12⟩3

⟨34⟩
1

⟨23⟩ ⟨45⟩ · · · ⟨n1⟩
=

⟨12⟩4

⟨12⟩ ⟨23⟩ · · · ⟨n1⟩
(3.171)

と計算でき、外線数が nの時にも Parke-Taylor公式が成立することが示された。この計算は
spinor-helicity formalism に慣れていないと煩雑に見えるが Feynmann ダイアグラムを素朴
に足し合わせて計算するよりもずっと見通しがよくなっている。
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場の量子論を用いたテンプレート波
形の計算方法 (KMOC formalism)

ブラックホール 2体が互いに十分な距離を保ちながら重力相互作用している inspiral段階で
放出される重力波波形を計算したい。Inspiral 段階において Einstein 方程式を平坦時空から
の摂動計量に関して展開し計算するよりも、散乱振幅を用いて摂動展開した方が前章で説明し
たような on-shell散乱振幅技術を利用することができるようになり系統的に計算できるように
なった。KMOCの定式化は、古典散乱現象に伴う物理量を場の量子論の散乱振幅から計算す
る手法の一つである。KMOCは提唱者 3人の名前、David A. Kosower, Ben Maybee, Donal

O’Connelにちなんでいる。この定式化を利用すると、重力波の波形を摂動的に計算すること
ができる。重力波の波形計算には、一般相対論を用いた解析的な摂動論、数値相対論を用いた
計算、1体の有効作用を用いた計算、worldline定式化とさまざまある。KMOCの定式化を用
いた計算では今までの計算方法に比べて楽に波形計算ができることがある。このような計算が
簡単になる例をあとで扱う。以下の説明は通称 KMOC論文 [17]と、その続きの論文 [18]の
内容も含んだ KMOC formalismである。

4.1 散乱振幅における ℏの戻し方
KMOC formalismでは量子力学から古典量を計算する時に ℏ → 0の極限を取る。この極限
を取るために散乱振幅の ℏを明示的にする必要がある。これは機械的にでき量子電磁気学の場
合は eを e/ℏに、重力では逆質量 κ =

√
32πGN を κ =

√
32πGN/ℏにすれば良い。ここで、

eも κも結合定数であり、eは素電荷、GN は 4次元時空のニュートン定数を表している。

4.2 古典極限を取るための波動関数の条件
量子力学的な期待値を古典極限を取ることで、古典散乱の時の物理量を計算するので、粒子
を記述する波動関数は詳細に決める必要はないが、一定の条件が必要となる。
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4.2.1 有質量粒子
有質量の場合、その条件は Goldilocks条件と呼ばれる。この Goldilocksはイギリスの童話
に登場する少女の名前に由来する。彼女が熱すぎず冷めすぎてもいない粥を提供したという内
容から転じて、Goldilocksは中間的で適度な状況を表す用語となった。式でかくと

lc ≪ lw ≪ ls (4.1)

である。ここで、lc = ℏ/m は (簡約) コンプトン波長、lw は位置表示波動関数の波束の広が
り、ls は二体散乱時時の散乱長さである。このGoldilocks条件は、波束が量子効果を無視でき
るほどには十分広がっているが、他粒子と重なるほど広がっていない条件と解釈できる。具体
的な波動関数の形を見るために、非相対論的な場合をまず考えて見る。非相対論的な場合、波
動関数は運動量表示で

ϕ̃(p) ∝
(
− p2

2m2l2c/l
2
w

)
(4.2)

と書けた。これは座標空間の原点で静止している粒子を表す波動関数で、これを位置表示に
フーリエ変換すれば

ϕ(x) ∝ exp

(
− x2

2l2w

)
(4.3)

となり、確かに lw が波束の広がりを表していることがわかる。相対論的な場合の波動関数の
例としては

ϕ̃(p) ∝ exp

(
−p · u
mξ

)
(4.4)

がある。ここで、ξ = (lc/lw)
2 とおき、4 元ベクトル u は古典的な粒子の速度である。古

典極限をとることは、ξ の言葉では ξ → 0 とすることである。この具体的な相対論的波動
関数が非相対論的な極限で上のガウス関数の波束と一致することを具体例を用いて説明す
る。例えば、原点で静止している uµ = (1,0) を考える。4 元運動量 pµ は非相対論的極限で
pµ = (p0,p) ≃ (m+ p2/2m,p)と近似され

p · u = −p0u0 = −m− p2

2m
(4.5)
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となる。これは確かに式 (4.2)と一致している。古典極限をとれる波動関数 ϕ̃(p)は、式 (4.4)

だけではなく、β, β′ > 0として以下の条件を満たす波動関数ならば良い:∫
dΦ(p)

∣∣∣ϕ̃(p)∣∣∣2 = 1, (4.6)

⟨pµ⟩ =
∫

dΦ(p)pµ
∣∣∣ϕ̃(p)∣∣∣2 = muµ +O

(
ξβ
)
, (4.7)

σ(p) := ⟨p2⟩ − ⟨pµ⟩2 = O
(
ξβ

′
)
. (4.8)

それぞれ、波動関数の規格化条件、運動量の期待値と古典運動量との一致条件、古典極限を取
ると運動量の分散はゼロとなる条件である。

4.2.2 零質量粒子
零質量粒子の場合は、有質量の時の条件である Goldilocks条件が成り立たない。なぜなら、
素朴に m → 0の極限をとるとコンプトン波長が発散してしまうからである。零質量粒子の場
合、古典極限をとれる量子状態としてコヒーレント状態を選ぶ。コヒーレント状態 |αη⟩とは
消滅演算子 aη(k)の固有状態のことで、コヒーレント状態演算子 Cα,η を

Cα,η := Nα exp

[∫
dΦ(k)α(k)a†η(k)

]
(4.9)

と定義すると |αη⟩ := Cα,η |0⟩と書ける。ここで、Nα は規格化定数、η はヘリシティ、α(k)
は複素関数である。規格化定数は

1 = ⟨αη|αη⟩ = N2
α ⟨0| exp

[∫
dΦ(k)α∗(k)aη(k)

]
exp

[∫
dΦ(k)α(k)a†η(k)

]
|0⟩ (4.10)

を用いて計算できる。指数関数の積は BCH公式

eAeB = exp

[
A+B +

1

2
[A,B] +

1

12
[A−B, [A,B]] + · · ·

]
(4.11)

を用いて計算すると良い。今は [aη(k), a
†
η′(k′)] = δηη′δΦ(k − k′)であり、

A =

∫
dΦ(k)α∗(k)aη(k), B =

∫
dΦ(k)α(k)a†η(k), (4.12)

[A,B] =

∫
dΦ(k)dΦ(k′)α∗(k)α(k′)[aη(k), a

†
η(k

′)] =

∫
dΦ(k)|α(k)|2, (4.13)

[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0 (4.14)

なので

1 = N2
α ⟨0| eAeB |0⟩ = N2

α exp

[∫
dΦ(k)|α(k)|2

]
⟨0| eBeA |0⟩ , (4.15)
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A |0⟩ = ⟨0|B = 0より

Nα = exp

[
−1

2

∫
dΦ(k)|α(k)|2

]
(4.16)

とわかる。このように定義したコヒーレント状態は

⟨αη| a†η′(k) = δηη′ ⟨αη|α∗(k), aη′(k) |αη⟩ = δηη′α(k) |αη⟩ (4.17)

のように、確かに消滅演算子の固有状態になっている。この性質を使うと、実際にコヒーレン
ト状態が古典波動に対応していることがわかる。具体例として、光子場 Aµ を考えてみる。自
由な光子場は

Aµ(x) =
1√
ℏ

∑
η=±

∫
dΦ(k)

[
aη(k)ε

µ∗
η (k)eik·x/ℏ + h.c.

]
(4.18)

であった。ここで、εµ は偏光ベクトルであり、k · εη(k) = 0, εµ∗η (k) = εµ−η(k), εη(k) · ε∗η′(k) =

δηη′ だった。また、ϵ±, k で空間成分の完全系を張っていた:

∑
η

εiηε
j
η +

kikj

(k0)2
= δij (i, j = 1, 2, 3). (4.19)

光子場のコヒーレント状態 |α+⟩における期待値 ⟨Aµ⟩は、性質 (4.17)から

⟨Aµ(x)⟩ = ⟨α+|Aµ(x) |α+⟩ =
1√
ℏ

∫
dΦ(k)

[
α(k)εµ∗+ (k)eik·x/ℏ + c.c.

]
(4.20)

となる。古典極限を取るために、運動量から波数に積分変数を置き換える。dΦ(k) = ℏ2dΦ(k̄)
なので

⟨Aµ(x)⟩ = ⟨α+|Aµ(x) |α+⟩ =
∫

dΦ(k̄)
[
ℏ3/2α(k)εµ∗+ (k)eik̄·x + c.c.

]
(4.21)

である。したがって、ᾱ(k̄) := ℏ3/2α(k)とすると、これが古典電磁場の振幅と位相を表すこと
がわかる。つまり、α(k)は古典極限を取ると無限大に発散する。これを、物理量に対応させて
解釈する。初めに、光子数 ⟨Nγ⟩を考えてみる。光子数は波動の言葉で言うと強度に対応する。
実際、光子数は

⟨Nγ⟩ = ⟨α+|
∑
η

∫
dΦ(k)a†η(k)aη(k) |α+⟩ =

∫
dΦ(k)|α(k)|2 =

1

ℏ

∫
dΦ(k̄)

∣∣ᾱ(k̄)∣∣2 (4.22)

と ℏ−1 × (ℏによらない係数)となっているので、コヒーレント状態の光子数期待値の古典極限
をとると発散する。つまり、コヒーレント状態の光子場は、光子数の揺らぎが見えない程度に
強度が十分大きい古典電磁場を表している。次に運動量 ⟨Kµ⟩を考えると

⟨Kµ⟩ = ⟨α+|
∑
η

∫
dΦ(k)kµa†η(k)aη(k) |α+⟩ =

∫
dΦ(k)kµ|α(k)|2 =

∫
dΦ(k̄)k̄µ

∣∣ᾱ(k̄)∣∣2
(4.23)
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のように古典極限をとった値は収束し古典電磁気の表式と一致する。
コヒーレント状態をとると、古典物理量に備わっていて欲しい因子化の条件も自動的に満た
す。例えば、光子場について

⟨α+|Aµ(x)Aν(y) |α+⟩ = ⟨α+|Aµ(x) |α+⟩ ⟨α+|Aµ(y) |α+⟩

+ ℏ
∫

dΦ(k̄)

[
ηµν − k̄µqν + k̄νqµ

k̄ · q

]
eik̄·(x−y)

(4.24)

となるので、古典極限をとると二つの位置での電磁場の値はそれぞれの位置における値の積に
なっていることがわかる。つまり、古典極限を取ることで二つの位置のエンタングルメントは
自然と解消される。ここで、qµ はヌルベクトルで εη(k) · q = 0を満たし、∑

η

εµηε
ν∗
η = ηµν − kµqν + kνqµ

k · q
(4.25)

のように、偏光ベクトルと運動量と共にミンコフスキー時空の基底をはる。

4.3 2体散乱時の物理量
2 体散乱時に KMOC formalism での古典物理量の計算方法を与える。問題設定としては、
古典理論における点粒子同士の散乱や粒子に光を照射することを考えている。上の古典的な問
題設定で計算したい物理量を量子力学の古典極限を取ることで計算したい。この時初期状態に
Goldilocks 条件を満たす波束の 1粒子状態やコヒーレント状態を用いる。2体問題に関して、
ここでは簡単のため粒子の自転 (スピン)を考えないことにしスカラー粒子を用いて記述する。
粒子の自転に関しては後で記述方法を述べる。有質量同士の散乱では、初期状態 |ψ⟩は衝突係
数を bµ とすると

|ψ⟩ =
∫

dΦ(p1)dΦ(p2)ϕ1(p1)ϕ2(p2)e
−ip2·b/ℏ |p1, p2⟩ (4.26)

と選べば良い。ここで、ϕ1(p1), ϕ2(p2)はそれぞれ粒子 1,2の波束である。この章では運動量
表示の波動関数しか扱わないので、運動量表示であることを表す˜は省略する。有質量粒子と
零質量粒子の 2体散乱の初期状態 |ψw⟩は

|ψw⟩ =
∫

dΦ(p)ϕ(p)e−ip1·b/ℏ |p, αη⟩ (4.27)

となる。上の bµ は衝突係数である。ここで、|p1, p2⟩ = a†1(p1)a
†
2(p2) |0⟩ , |p, αη⟩ =

a†(p)Cα,η |0⟩である。

4.3.1 力積
有質量同士の散乱で粒子 1に働く力積 ∆p1 を計算してみよう。散乱に伴う加速度運動で生
じる放射光や放射重力波を無視できる程度に低次の結合定数 (eや κ)において、−∆p1 が粒子
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2に働く力積となる。力積は、無限の未来における粒子の運動量から無限の過去における粒子
の運動量を引いたものであるから

⟨∆pµ1 ⟩ = ⟨ψ|S†Pµ
1S |ψ⟩ − ⟨ψ|Pµ

1 |ψ⟩ (4.28)

を計算すれば良い。ここで、P1 は粒子 1の運動量演算子で S は散乱行列である。上の期待値
が古典極限を取ると古典理論での粒子 1の力積と一致するかは非自明であるが、実際に古典電
磁気や一般相対論を使った計算と一致している。散乱行列 S = 1 + iT を遷移行列 T で分解
し、式 (4.28)を計算すると

⟨∆pµ1 ⟩ = ⟨ψ| (1− iT †)Pµ
1 (1 + iT ) |ψ⟩ − ⟨ψ|Pµ

1 |ψ⟩ (4.29)

= ⟨ψ| i(Pµ
1T − T †Pµ

1 ) |ψ⟩+ ⟨ψ|T †Pµ
1T |ψ⟩ (4.30)

= ⟨ψ| i[Pµ
1 , T ] |ψ⟩+ ⟨ψ|T †[Pµ

1 , T ] |ψ⟩ (4.31)

となる。最後の式変形では、S がユニタリーである条件 T † = T − iT †T を使った。ここで、
第一項を Iµv = ⟨ψ| i[Pµ

1 , T ] |ψ⟩ ,第二項を Iµr = ⟨ψ|T †[Pµ
1 , T ] |ψ⟩とおく。Iv を virtual項、Ir

を real項と呼ぶ。遷移行列を一つだけ含む virtual項は結合定数に関して主要項を出し、real

項は放射運動量と釣り合う寄与をする。
では、実際に virtual項と real項を散乱振幅を用いた形式に式変形する。virtual項について
は初期状態の定義 (4.26)を代入することで

Iµv =

∫
dΦ(p1, p2, p

′
1, p

′
2)ϕ1(p1)ϕ2(p2)ϕ

∗
1(p

′
1)ϕ

∗
2(p

′
2)i(p

′µ
1 − pµ1 )e

i(p′
2−p2)·b/ℏ ⟨p′1, p′2|T |p1, p2⟩

(4.32)

となる。散乱振幅 Aの定義

⟨p′1, p′2|T |p1, p2⟩ = δ̂(4)(p′1 + p′2 − p1 − p2)A(p
′
1, p

′
2|p1, p2) (4.33)

を代入し、p′1, p′2 の積分を q1 = p1 − p′1, q2 = p2 − p′2 に置換する。Virtual項は 4点散乱振幅
から構成されており積分変数 q1 は運動量移行に対応している。この積分変数の置換を実行す
ると

Iµv =

∫
dΦ(p1, p2)d̂

4q1d̂
4q2θ(p

0
1−q01)θ(p02−q02)δ̂(−2p1 ·q1+q21)δ̂(−2p2 ·q2+q22)δ̂4(q1+q2)

× ϕ1(p1)ϕ2(p2)ϕ
∗
1(p1 − q1)ϕ

∗
2(p2 − q2)(−iqµ1 )e−iq2·b/ℏA(p1 − q1, p2 − q2|p1, p2) (4.34)

となり、δ̂(4)(q1 + q2)を用いて q2 に関して積分し q1 を q と書き直せば

Iµv =

∫
dΦ(p1, p2)d̂

4qθ(p01 − q0)θ(p02 + q0)δ̂(2p1 · q − q2)δ̂(2p2 · q + q2)

ϕ1(p1)ϕ2(p2)ϕ
∗
1(p1 − q)ϕ∗2(p2 + q)× (−iqµ)eiq·b/ℏA(p1 − q, p1 + q|p1, p2)

(4.35)
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となる。古典極限をとると波動関数 ϕi(pi)は pi = pcli (i = 1, 2)の古典運動量にピークを持っ
たデルタ関数的な振る舞いになる。そのため、古典極限をとり dΦ(p1, p2)で積分することは積
分変数 p1, p2 に古典運動量 pcl1 , p

cl
2 を代入する操作となる。この操作を行うことを新たな記号

として

⟨⟨f(p1, p2, · · · )⟩⟩ :=
∫

dΦ(p1, p2)|ϕ1(p1)|2|ϕ2(p2)|2f(pcl1 , pcl2 , · · · ) (4.36)

と定める。ここで、f(p1, p2, · · · ) は少なくとも p1, p2 に依存する任意関数である。今、式
(4.35)中の波動関数を ϕ(p+ q) ≃ ϕ(p)と近似すると、古典極限をとった virtual項 Iv,cl は

Iµv,cl =
〈〈∫

d̂4qθ(p01 − q0)θ(p02 + q0)δ̂(2p1 · q − q2)δ̂(2p2 · q + q2)

(−iqµ)eiq·b/ℏA(p1 − q, p2 + q|p1, p2)
〉〉

(4.37)

となる。
次に、real 項について散乱振幅を用いた形式に計算していく。virtual 項と同様に状態の定
義を代入し、T † の後ろに完全系を挟む:

Iµr =
∑
X

∫
dΦ(p1, p2, p

′
1, p

′
2, r1, r2)ϕ1(p1)ϕ2(p2)ϕ

∗
1(p

′
1)ϕ

∗
2(p

′
2)

× i(rµ1 − pµ1 )e
i(p′

2−p2)·b/ℏ ⟨p′1, p′2|T † |r1, r2, X⟩ ⟨r1, r2, X|T |p1, p2⟩ . (4.38)

ここで、完全系に現れた X は中間状態で生成された新たな粒子や力を媒介する粒子を表し、∑
X はそれらの自由度の形式的な和を表す。⟨p′1, p′2|T † |r1, r2, X⟩ = ⟨r1, r2, X|T |p′1, p′2⟩

∗ な
ので

Iµr =
∑
X

∫
dΦ(p1, p2, p

′
1, p

′
2, r1, r2)ϕ1(p1)ϕ2(p2)ϕ

∗
1(p

′
1)ϕ

∗
2(p

′
2)δ̂(r1 + r2 + rX − p′1 − p′2)

δ̂(r1 + r2 + rX − p1 − p2)i(r
µ
1 − pµ1 )e

i(p′
2−p2)·b/ℏA∗(r1, r2, rX |p′1, p′2)A(r1, r2, rX |p1, p2)

(4.39)

となる。積分変数を p′i, ri から qi = pi − p′i, wi = ri − pi に変換し、

δ̂(r1 + r2 + rX − p′1 − p′2)δ̂(r1 + r2 + rX − p1 − p2) = δ̂(q1 + q2)δ̂(w1 + w2 + rX) (4.40)

を用いて q2 について積分し q1 を単に q と書くと

Iµr =
∑
X

∫
dΦ(p1, p2)d̂

4qθ(p01 − q0)θ(p02 + q0)δ̂(2p1 · q − q2)δ̂(2p2 · q + q2)ϕ∗1(p1 − q)

× ϕ∗2(p2 + q)ϕ1(p1)ϕ2(p2)
∏
i=1,2

d̂4wiθ(p
0
i + w0

i )δ̂(2pi · wi + w2
i )δ̂(w1 + w2 + rX)

× iw1e
iq·b/ℏA∗(p1 + w1, p2 + w2, rX |p1 − q1, p2 − q2)A(p1 + w1, p2 + w2, rX |p1, p2)

(4.41)
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となる。これの古典極限をとりつつ、p1, p2 の積分をすれば、古典極限をとった real項 Ir,cl は

Iµr,cl =
〈〈∑

X

∫
d̂4qθ(p01 − q0)θ(p02 + q0)δ̂(2p1 · q − q2)δ̂(2p2 · q + q2)∏
i=1,2

d̂4wiθ(p
0
i + w0

i )δ̂(2pi · wi + w2
i )× iw1e

iq·b/ℏδ̂(w1 + w2 + rX)

A∗(p1 + w1, p2 + w2, rX |p1 − q1, p2 − q2)A(p1 + w1, p2 + w2, rX |p1, p2)
〉〉

(4.42)

と表されることがわかった。

4.3.2 Goldilocks条件再考
Virtual 項に着目して Goldilocks 条件を再考する。古典極限 ξ = (lc/lw)

2 → 0を考えるこ
とは、コンプトン波長 lc と波束の広がり lw に lc ≪ lw という極限を考えることに対応する。
また、virtual項の古典極限をとる時 ϕ(p+ q) ≃ ϕ(p)と近似していた。この近似が妥当となる
条件は具体的な波動関数 (4.4)から鑑みて

q · u
mξ

≪ 1, ⇔ q̄ · u≪ lc
l2w

(4.43)

である。ここで、q は 2 粒子散乱時の運動量移行である。一方、on-shell 条件 δ(2p · q + q2)

を見ると 2p · q + q2 = 0なので、q2 と 2p · q の揺らぎの程度は同じである。したがって、式
(4.43)の q̄ · uを lcq̄

2 に変形することができ、散乱長 ls は ls = 1/
√
q̄2 であるから

lc
l2s

≪ lc
l2w

⇔ lw ≪ ls (4.44)

となり、Goldilocks条件を波束が満たしていれば古典極限を取るときに ϕ(p+ q) ≃ ϕ(p)とい
う近似は正当化される。

4.4 放射波形
これまでは放射運動量など方位角で積分した物理量を扱ってきた。ここでは、一つの方位角
へ放射される光子や重力子の波形を求める。有質量粒子の 2体散乱で放出される放射光や放射
重力波の波形を定式化する。まず、放射光の場合を考える。場の強さテンソル Fµν は

Fµν(x) =
2

ℏ3/2
∑
η=±

∫
dΦ(k)

(
aη(k)ik

[µε∗ν]η (k)eik·x/ℏ + h.c.
)

(4.45)

である。次に、放射重力波の場合を考える。計量 gµν を gµν = ηµν + κhµν と摂動展開した時、
曲率テンソル Rµνρσ は

Rµνρσ(x) = − 2κ

ℏ5/2
∑
η=±

∫
dΦ(k)

(
aη(k)k

[µε∗ν]η (k)k[ρε∗σ]η (k)eik·x/ℏ + h.c.
)

(4.46)
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と生成消滅演算子で表せる。今、背景時空は平坦時空であり曲率テンソルとWeylテンソルは
一致する。ヘリシティ固有状態に射影して議論すれば良いので以下時空の添字はしばらく省略
する。
一方、古典論での実場の波動 R(x)を考えると

R(x) =

∫
dΦ(k̄)

(
iJ̃(k̄)eik̄·x + c.c

)
(4.47)

と運動量表示できる。k0 < 0の時 J̃(k̄) := J̃∗(−k̄)と定義する。すると、フーリエ変換で J(y)

は以下のように定義できる:

J(y) =

∫
d̂4k̄J̃(k̄)eik̄·x, J̃(k̄) =

∫
d4yJ(y)e−ik̄·y. (4.48)

したがって、

R(x) =

∫
d̂4k̄δ̂(k̄2)J̃(k̄)eik̄·x

(
θ(k̄0)− θ(−k̄0)

)
= i

∫
d4yd̂4k̄δ̂(k̄2)J(y)eik̄·(x−y)

(
θ(k̄0)− θ(−k̄0)

)
= i

∫
d4y

d3k̄

(2π)32
∣∣k̄∣∣J(y)(e−i|k̄|(x0−y0)+ik̄·(x−y) + ei|k̄|(x

0−y0)+ik̄·(x−y)
)

= i

∫
d4yJ(y)

∣∣k̄∣∣d∣∣k̄∣∣
8π2

d cos θ
(
e−i|k̄|(x0−y0−|x−y| cos θ) + ei|k̄|(x

0−y0+|x−y| cos θ)
)

=

∫
d4yJ(y)

d
∣∣k̄∣∣

8π2|x− y|

(
e−i|k̄|(x0−y0) + ei|k̄|(x

0−y0)
)(
ei|k̄||x−y| − e−i|k̄||x−y|

)
(4.49)

となる。今、無限の未来での放射について興味があるので内向き進行波を無視すると、放射は

R(x) =

∫
d4y

J(y)

8π2|x− y|

∫ ∞

0

d
∣∣k̄∣∣(e−i|k̄|(x0−y0−|x−y|) − ei|k̄|(x

0−y0−|x−y|)
)

(4.50)

=

∫
d4y

J(y)

4πi|x− y|
δ(x0 − y0 − |x− y|) (4.51)

と書き表される。放射のソースから十分離れた位置 xに観測者がいる状況に着目すると

|x− y| ≃
∣∣x2 − 2x · y

∣∣1/2 = |x|
(
1− x · y

x2

)
(4.52)

と近似できる。観測者の向きを表す方位ベクトルを nとして、|x|の主要項に着目すると

R(x) ≃ 1

4π|x|

∫
d3yd̂ωd̂3k̄J̃(k̄)e−i(ω−|x|)+i(k̄−ωn)·y (4.53)

=
1

4π|x|

∫
d̂ωd̂3k̄J̃(k̄)e−iω(x0−|x|)δ̂3(k̄− ωn) (4.54)

=
1

4π|x|

∫ ∞

−∞
d̂ωJ̃(k̄)|k̄=ωne

−iω(x0−|x|) (4.55)
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となる。したがって、放射事象から十分離れた位置 xでの放射波の周波数領域における波形を
W (ω)とすると

W (ω) =
1

4π
J̃(ω, ωn) (4.56)

とかけることがわかった。つまり、平面波展開したときの運動量表示での振幅が定数倍を除い
て放射のスペクトル波形となっている。
KMOC場合に立ち戻ると無限の未来での電磁場テンソル、Weylテンソルの期待値に対応す
る J̃(k̄)はそれぞれ

J̃µν(k̄) = 2ℏ3/2
∑
η=±

⟨ψ|S†aη(k̄)S |ψ⟩ k̄[µε∗ν]η (k̄)|k̄=(ω,ωn), (4.57)

J̃µνρσ(k̄) = 2iκℏ3/2
∑
η=±

⟨ψ|S†aη(k̄)S |ψ⟩ k̄[µε∗ν]η (k̄)k̄[ρε∗σ]η (k̄)|k̄=(ω,ωn) (4.58)

である。しかし、これは ω > 0の時で、ω < 0の時は J̃(k̄) := J̃∗(−k̄)である。このように、
放射波形が散乱振幅から計算できることがわかった。

4.5 重力波波形の計算方法
k̄/ω · ζ = −1, ζ · ε±(k̄) = 0を満たすヌルベクトル ζ を導入し、スペクトル波形をヘリシティ
固有状態に分解する。式 (2.116)を思い出すと無限遠で outgoingな寄与はNewmann-Penrose

(NP)スカラーの Ψ4(x)であった。これはWeylテンソルのヘリシティが h = −2の成分だっ
たのでWµνρσ(x)をWeylテンソルとすると

Ψ4(x) = ζµεν−ζ
ρεσ−⟨Wµνρσ(x)⟩ (4.59)

である。したがって、Ψ4(x)の波形 Ψ0
4(x)は

Ψ4(x) =
Ψ0

4(x
0 − |x|)
|x|

+O
(

1

x2

)
(4.60)

なので、spectral波形 Ψ̃0
4(ω,n)は

Ψ̃0
4(ω,n) =

1

4π
ζµεν−ζ

ρεσ−J̃µνρσ(ω,n) =
1

4π

(
−2κω2ℏ3/2

4

)
⟨ψ|S†a−(k̄)S |ψ⟩ (4.61)

=
i

8π
κω2ℏ3/2 ⟨ψ|S†a−(k̄)S |ψ⟩ |k̄=ω(1,n) (4.62)

となる。では、初期状態に式 (4.26)を代入し、有質量粒子の２体散乱の際に放射される重力波
波形を散乱振幅で表そう。このセットアップを実世界の現象として観測するとしたら、2つの
Schwarzschild ブラックホールが散乱する時に放出される重力波を計算していることになる。
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散乱振幅で表せる部分は

⟨ψ|S†a−(k̄)S |ψ⟩ =
∫

dΦ(p1, p2, p
′
1, p

′
2)ϕ1(p1)ϕ2(p2)ϕ

∗
1(p

′
1)ϕ

∗
2(p

′
2)

× ei(p
′
2−p2)·b/ℏ ⟨p′1, p′2|S†a−(k̄)S |p1, p2⟩

=
〈〈∫

d̂4q1d̂
4q2θ(p

0
1 − q01)θ(p

0
2 − q02)δ̂(−2p1 · q1 + q21)δ̂(−2p2 · q2 + q22)

e−iq2·b/ℏ ⟨p′1, p′2|S†a−(k̄)S |p1, p2⟩
〉〉

(4.63)

と計算できる。ここで、p′1, p′2 の積分を qi = pi − p′i (i = 1, 2) についての積分に置換した。
⟨p′1, p′2|S†a−(k̄)S |p1, p2⟩を遷移行列を使って書き直すと、力積の場合と同じように S のユニ
タリー性を用いれば

⟨p′1, p′2|S†a−(k̄)S |p1, p2⟩ = ⟨p′1, p′2| a−(k̄) |p1, p2⟩+ ⟨p′1, p′2| i
[
a−(k̄), T

]
|p1, , p2⟩

+ ⟨p′1, p′2|T †a−(k̄)T |p1, p2⟩ (4.64)

となる。今、初期状態はスカラー場の 2粒子状態を考えているので a−(k̄) |p1, p2⟩ = 0であり

⟨p′1, p′2|S†a−(k̄)S |p1, p2⟩ = i ⟨p′1, p′2| a−(k̄)T |p1, p2⟩+ ⟨p′1, p′2|T †a−(k̄)T |p1, p2⟩

= i ⟨p′1, p′2, k−|T |p1, p2⟩+ ⟨p′1, p′2|T †a−(k̄)T |p1, p2⟩ (4.65)

となる。結合定数 κに関して主要項に着目すると第一項の 5点振幅 A5 を考えれば良いことに
なる:

⟨p′1, p′2, k−|T |p1, p2⟩ = δ̂4(p′1 + p′2 + k − p1 − p2)A5(p
′
1, p

′
2, k−|p1, p2). (4.66)

また、κに関して主要項に着目しているので、treeの 5点振幅 Atree
5 に着目すれば良い。した

がって、NPスカラー Ψ̃0
4 の結合定数 κについての主要項は

Ψ̃0
4(ω,n) = − 1

8π
κω2ℏ7/2

〈〈∫ ∏
i=1,2

d̂4q̄iδ̂(2pi · q̄i)e−iq̄2·bδ̂4(q̄1 + q̄2 − k̄−)

Atree
5 (p1 − q1, p2 − q2, k−|p1, p2)

〉〉
(4.67)

と分かった。ここで、運動量積分は波数積分に直し、古典極限を取ることで消える項は削除し
た。さらに、Āのように散乱振幅にバーをつけることで結合定数に起因する ℏを省略すること
を表すと、ループ数が L個、外線が n本の散乱振幅 AL

n は

AL
n = ℏ1−

n
2 −LĀL

n (4.68)
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となる。つまり、Ā は ℏ = 1 としたときの散乱振幅である。したがって、spectral 波形
Ψ̃0

4(ω,n)は

Ψ̃0
4(ω,n) = − 1

8π
κω2

〈〈
ℏ2
∫ ∏

i=1,2

d̂4q̄iδ̂(2pi · q̄i)e−iq̄2·bδ̂4(q̄1 + q̄2 − k̄−)

Ātree
5 (p1 − q1, p2 − q2, k−|p1, p2)

〉〉
(4.69)

と書けることが分かった。

4.6 ループダイアグラムについての注意
これまでの議論から古典物理量を計算する際に散乱振幅が積分内に現れるということがわ
かった。もちろんループを含む散乱振幅も結合定数の高次についての計算では考慮しなければ
ならない。この時 tree 計算では無視した on-shell 条件のデルタ関数の中身を再評価する必要
が出てくる。本修士論文は treeの議論のみなので省略するが参考文献 [19]に 1 loopの寄与及
び場の量子論で漸近的に測定できる量は何かを統一的に論じている。また、1 loopダイアグラ
ムを考えると計算が treeよりも煩雑になる。その際の計算技術として、ユニタリーカット [20]

や loop積分に関する計算技術 [21–30]が必要となる。

4.7 Tree散乱振幅からの放射波形の計算
では、具体的に KMOC formalism を用いて重力定数に関して主要な放射波形を計算して
みよう。ここでの計算方法では散乱振幅の解析性が肝となり計算が簡略化する [31]。質量
m1,m2 を持つスカラー場 ϕ1, ϕ2 で記述される粒子が散乱する時に生じる重力波を計算してみ
よう。ここで計算する期待値はゲージ不変な曲率テンソルではなく簡単のため計量 hµν に着目
する。初期状態 |in⟩は

|in⟩ =
∫

dΦ(p1)dΦ(p2)ϕ1(p1)ϕ2(p2)e
−ip2·b/ℏ |p1, p2⟩ (4.70)

と異なるスカラー粒子の 2粒子状態をとり、

⟨ϵhµνhµν(x)⟩ := ⟨in|S†ϵhµνh
µνS |in⟩ − ⟨in| ϵhµνhµν |in⟩ (4.71)

のヘリシティ固有状態の期待値の古典極限を計算する。ここで ϵhµν はヘリシティ hの重力波の
偏光テンソルである。古典重力解からの揺らぎを正準量子化しており

ϵhµνh
µν =

∫
dΦ(k)a−h(k)e

ikx + h.c. (4.72)

のように運動量 kµ とヘリシティ h の生成消滅演算子 a−h(k), a
†
−h(k) を用いて記述できる。

KMOC formalismの一般論から retarded時間 u = t− |x⃗|と周波数領域での波形W (b, k)を
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用いて

⟨ϵhµνhµν(x)⟩ =
κ

4π|x⃗|

∫ ∞

0

d̂ωW (b; k−)e−iωu + c.c. (4.73)

と書ける。周波数領域での波形W (b, k)は

iW (b, kh) =
〈〈∫ ∏

i=1,2

d̂4qiδ̂(−2pi · qi + q2i )e
−iq2·b2 ⟨p′1, p′2|S†ah(k)S |p1, p2⟩

〉〉
(4.74)

と計算できた。ここで、被積分関数に現れるブラベクトルの引数 p′i (i = 1, 2) は p′i =

pi − qi である。結合定数に関して主要項に注目すれば 5点散乱振幅 ⟨p′1, p′2| ah(k)T |p1, p2⟩ =
A5(q1, q2, k)δ̂(q1 + q2 − k)の treeダイアグラムを計算すれば良い。結合定数に関して主要項
の波形をW 0(b, k)とすると

W 0(b, k) =
〈〈∫ ∏

i=1,2

dqiδ̂(q1 + q2 − k)δ̂(q1 + q2 − k)e−iq2·b2A5(q1, q2, k)
〉〉
. (4.75)

となる。積分変数 qµ1 を時間的ベクトル v1, v2 と空間的ベクトル ṽ, bを用いて基底を張り

q1 = z1v1 + z2v2 + zv ṽ + zbb̃ (4.76)

のように積分を実変数 z1, z2, zv, zb に変える。ここで、vi = pi/mi はそれぞれ古典的な粒子
i = 1, 2 の速度、b̃ = b/

√
b2 は衝突係数向きの単位ベクトル, ṽ は v1, v2, b̃ に直交する単位ベ

クトルで vµ = ϵµνρσv1νv2ρb̃σ とすると ṽ = v/
√
v2 である。また、衝突係数と粒子の速度は

vi · b = 0 (i = 1, 2)として良い。q̄1 = z1v1 + z2v2 + zv ṽ+ zbb̃とパラメタ表示すれば 4次元実
空間の積分になり d4q̄1 = d4z

√
γ2 − 1である。ここで、γ はローレンツ因子で γ = −v1 · v2

である。すると、波形は

W 0(b, k) =

∫
d̂4q̄1δ̂(2p1 · q̄1)δ̂(2p2 · q̄1 − 2p2 · k̄)e−iq̄2·bĀ5

=

∫
d4z

√
γ2 − 1

(4π)2m1m2
δ(z1 + γz2)δ(γz1 + z2 + w2)e

−ik̄·b+izb
√
b2Ā5

=

√
γ2 − 1e−ik̄·b

(4π)2m1m2

∫
dz2dzbdzvδ((γ

2 − 1)z2 − w2)e
izb

√
b2Ā5|z1=−γz2

=
e−ik̄·b

(4π)2m1m2

√
γ2 − 1

∫
dzbdzve

izb
√
b2Ā5|z1=−γw2

γ2−1
,z2=

w2
γ2−1

(4.77)

となる。ここで wi = vi · k̄は粒子 iからみた角周波数である。実積分を留数積分を用いて計算
する。e−ik̄·b の位相は u→ u+ b ·k/k0 と retarded時間が進む効果となる。BCFW recursion

公式を導くときに留数は内線が on-shellになるところを思い出すと

A5(q1, q2, k) =
∑
h=±

A3(−p1, q1h)
1

q21h
A4(−p2,−q1h, k−) + (1 ↔ 2) (4.78)

のように q2i = 0 (i = 1, 2)となる極を拾えば良い。これはダイアグラムを用いるとわかりやす
く、積分変数 qi は粒子 iから放出される重力子の運動量に対応している:
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ϕ1

ϕ1

ϕ2

ϕ2

h−µν

=
∑

h

ϕ1

ϕ1

p1
ϕ2

ϕ2

p2

q1h

h−µν

+

ϕ2

ϕ2

p2
ϕ1

ϕ1

p1

q2h

h−µν .

したがって、zb だけ運動量が複素された 3点散乱振幅と 4点散乱振幅を用いれば良い。スピン
0の有質量粒子との重力相互作用は little groupから決まり 3点 tree散乱振幅は

A3(p, k) = −κ(ε · p)2 (4.79)

となる。ここで、pは有質量外線の運動量で零質量の偏光ベクトル εである。4点 tree散乱振
幅 A4 は外線のラベルは 2章に対応するとして (3.137)の有質量粒子のスピンが 0の場合であ
る。s−m2 = −2p · k2, u−m2 = 2p · k2 に注意すると

A4(p, k
+
2 , k

−
3 ) =

κ2

t

[3|p |2⟩4

(2p · k2)2
(4.80)

である。各散乱振幅は分かったので、zv での実積分を留数の和で表そう。ここで注意する点
は、今回の散乱振幅はスカラー場と重力との相互作用からなっており zv → ∞において散乱振
幅が極を持つ点である。そこで、zv ∈ Rの実積分は zv = ∞に関して主値積分を取っている
と解釈する。図 4.1のように上半円 CUH で閉じた反時計周りの閉経路 R ∪ CUH での積分と

(q21 = 0)

Rezv

(q22 = 0)

Imzv

(q21 = 0)

(q22 = 0)

CUH

CLH

zv1

−zv1

zv2

z∗v2

図 4.1 複素積分の積分経路

下半円で閉じた時計周りの閉経路 R ∪ CLH をとると zv ∈ Rに関する主値積分は∫
R
dzv =

1

2

(∮
R∪CUH

dzv +

∮
R∪CLH

dzv

)
(4.81)
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となる。それでは極を持つ zv を求めよう。まず、q21 = 0から z1 = − γw2

γ2−1 , z2 = ω2

γ2−1 である
ことと vi · b = vi · ṽ = ṽ · b = 0 (i = 1, 2)に注意して

0 = q21 =

(
− γw2

γ2 − 1
v1 +

w2

γ2 − 1
v2

)2

+ z2v + z2b = z2v + z2b +
w2

2

γ2 − 1
, (4.82)

zv = ±zv1, zv1 = i

√
z2b +

w2
2

γ2 − 1
(4.83)

と分かる。次に q22 = 0 の極を求めると on-shell 条件からくる v1 · q2 = v1 · k, v2 · q2 = 0 と
q2 = k − q1 に注意して

0 = q22 = (k − q1)
2 =

(
w1

γ2 − 1
v1 −

γw1

γ2 − 1
v2

)2

+
(
(k · ṽ − zv)ṽ + (k · b− zb)b̃

)2
= (zv − k · ṽ)2 + (zb − k · b̃)2 + w2

1

γ2 − 1
, (4.84)

zv = zv2, z
∗
v2, zv2 = k · ṽ + i

√
(zb − k · b̃)2 + w2

1

γ2 − 1
(4.85)

と求まる。したがって、zv に関する積分は∫ +∞

−∞
dzvĀ5|z1=−γw2

γ2−1
,z2=

w2
γ2−1

= iπ
∑
i=1,2

(
Reszv=zvi

Ā5 − Reszv=z∗
vi
Ā5

)
(4.86)

と実行できる。時間領域での波形を計算することを考えるとあと zb, ω の積分が残っている。
周波数 ω に関して積分を行った後 zb の積分を行うと計算が簡略化する。実行する積分は∫

dzbe
izb

√
b2 d̂ωe−iωuiπ

∑
i=1,2

(
Reszv=zvi

Ā5 − Reszv=z∗
vi
Ā5

)
(4.87)

となる。ここで、qi, k は周波数の次元を持っていたので zb = ωẑb と無次元化する。3点 tree

振幅 (4.79)と 4点 tree振幅 (4.80)は周波数に関して O
(
ω0
)であるから、周波数に関して ω

の単項式である 5点 tree散乱振幅は O
(
ω−2

)である。したがって、被積分関数は
dzbd̂ωe

i(zb
√
b2−ωu)ResĀ5 ∼ dẑbd̂ωe

iω(ẑb
√
b2−u)ω2 ω−2 (4.88)

であり、周波数に関する積分はデルタ関数 δ̂(u− ẑb
√
b2)として寄与する。ここで、ω2 の一つ

は dzb 由来であり、もう一つは積分測度 dzv 由来である。デルタ関数 δ̂(u− ẑb
√
b2)により積

分 zv の積分は自明になる。よって、放出される重力子の方向を nµ として

⟨ϵhµν(n)hµν(t, x⃗)⟩ =
κπi

(4π)3m1m2

√
γ2 − 1|x⃗|

∑
i=1,2

(
Reszv=zvi

Ā5 − Reszv=z∗
vi
Ā5

)
zb=

t−|x|+n·b√
b2

(4.89)

となる。以上をまとめると、質量m1,m2 の粒子が重力相互作用するときに放射される重力波
を Newton定数に関する主要項に着目して計算するには、
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m1v1

m2v2

m1v1 − q1

ωn

m2v2 + q1 − ωn

のような 2本の質量m1 の外線と 2本の質量m2 の外線と放射重力波に対応する外線を 1本持
つ 5点 tree散乱振幅を考えれば良い。q1 を粒子の速度と衝突計数とそれらから作られる外積
ベクトルで v1, v2, b̃, ṽ でパラメタ付けると、外線の on-shell条件から v1, v2 の係数は決まり

q1 = −γω(n · v2)
γ2 − 1

v1 +
ω(n · v2)
γ2 − 1

v2 + zv ṽ + zbb̃ (4.90)

のように zv, zb を用いて表される。5点振幅を zv に関する複素関数とみなしたとき、zv ∈ C
に関する上半平面と下半平面での留数を計算し zb = ω t−|x⃗|+n·b√

b2
と代入した後 ω = 1とすれば

時間領域での重力波波形が計算できるということである。

4.8 回転する粒子の記述
大きさを持つ古典力学の物体は自転する自由度を持つ。ここでは、自転の自由度を KMOC

formalismで記述する方法を考えてみよう。量子力学では粒子にはスピンの自由度があり、そ
れは角運動量と同じ次元を持つので、スピン sを用いると古典粒子の自転の大きさ J⃗ を特徴付
けることが可能となる。次元解析をしてみると∣∣∣J⃗∣∣∣2 ∼ ℏ2s(s+ 1) (4.91)

となるので、古典極限 ℏ → 0を取るときに
∣∣∣J⃗∣∣∣が有限値であることを要請するとスピン量子数

s→ ∞が必要となる。この素朴な発想を定式化する際に便利なのが coherent spin formalism

である [32]。

4.8.1 Coherent spin formalism

ここで有質量粒子の little group の添字を持った生成消滅演算子 aI を定義してみる。非自
明な交換関係は

[aI , a†J ] = δIJ (4.92)

でそれ以外の交換関係は 0である。これを用いてスピン演算子 Si を Pauli行列を用いて

Si =
ℏ
2
a†I(σ

i)IJ a
J (4.93)
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と定義すると

[Si, Sj ] = ℏ2(a†Ia
Ja†Ka

L)

(
(
σi

2
)I J(

σj

2
)K L − (

σj

2
)I J(

σi

2
)K L

)
= ℏ2(a†Ia

†
Ka

JaL)

(
(
σi

2
)I J(

σj

2
)K L − (

σj

2
)I J(

σi

2
)K L

)
+ ℏ2a†Ia

L

([
σi

2
,
σj

2

])I

L

= iℏεijk
(
ℏ
2
a†I(σ

k)I Ja
J

)
= iℏεijkSk (4.94)

と su(2)の Lie代数をなす。ここで、二行目で生成消滅演算子の交換関係を用い、三行目第一
項で I ↔ K,J ↔ L に関して対称であることと三行目の第二項で Pauli 行列の交換関係を用
いた。これは、量子化軸を z 軸方向にとって固定しており、Lorentz共変な表示でもない。量
子化軸に関しては、スピン 0のスカラー状態を aI |0⟩ = 0 (I = 1, 2)と定義し、スピン sの状
態 |s, {I1, · · · , I2s}⟩は

|s, {I1, · · · , I2s}⟩ :=
1√
(2s)!

a†I1 · · · a
†
I2s

|0⟩ (4.95)

として構成できる。生成演算子同士は交換するので 2s 個の SU(2) 添字を持った完全対称テ
ンソルを用いてスピンの自由度を記述している。このようにスピン状態を記述すれば有質量
spinor-helicity formalismの時のようにスピンの量子化軸を指定しない表示となる。また、規
格化定数 1√

(2s)!
は

⟨s, {I1, · · · , I2s} s′, {J1, · · · , J2s′}⟩ = δss′δ
{I1
J1

· · · δI2s}J2s′
(4.96)

となるように選んでいる。共変化する前に spin-coherent状態 |α⟩を定義しよう:

|α⟩ := e−
1
2α

∗
Jα

J

eα
Ia†

I |0⟩ = e−
∥α∥2

2

∞∑
s=0, 12

∑
I1,··· ,I2s

αI1 · · ·αI2s√
(2s)!

|s, {I1, · · · , I2s}⟩ . (4.97)

ここで、αI は SU(2) spinorで α∗
I は複素共役を表し ∥α∥2 :=

√
α∗
Iα

I であり、sの和は 0以
上の整数だけでなく正の半整数に関してもとっている。このように定義すれば spin-coherent

状態 |α⟩は

aI |α⟩ = αI |α⟩ , ⟨α|α⟩ = 1 (4.98)

と消滅演算子 aI の正規化された固有状態となる。同様に完全性も∫
d2αd2α∗

π2
|α⟩ ⟨α| =

∞∑
2s=0

|s, {I1, · · · , I2s}⟩ ⟨s, {I1, · · · , I2s}| (4.99)

と満たす。spin-coherent状態でのスピン演算子との期待値を計算してみると

⟨α|Si |α⟩ = ℏ
2
α∗
I(σ

i)I Jα
J (4.100)
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であり、ℏ → 0となる古典極限をとる時に有限となることを要請すると ∥α∥ = O
(
ℏ− 1

2

)
とな

ることがわかる。また、分散は

⟨α|SiSj |α⟩ = ℏ2

4
α∗
I(σ

i)I J(σ
j)K Lα

L ⟨α| aJa†K |α⟩

= ⟨α|Si |α⟩ ⟨α|Sj |α⟩+ ℏ2

4
α∗
I(σ

iσj)I Lα
L

= ⟨α|Si |α⟩ ⟨α|Sj |α⟩+ ℏ2

4
δijα∗

Iα
I +

ℏ
2
iεijk ⟨α|Sk |α⟩ (4.101)

という計算と αI = O
(
ℏ− 1

2

)
とスケールすることから

⟨α|SiSj |α⟩ − ⟨α|Si |α⟩ ⟨α|Sj |α⟩ = O(ℏ) (4.102)

と確かに ℏ → 0極限で消えることがわかる。ここで、2行目でスピン生成消滅滅演算子の交換
関係を 3行目では Pauli行列の (反)交換関係 2σiσj =

{
σi, σj

}
+ [σi, σj ]を用いた。

それでは、4 次元 Lorentz 共変なスピンベクトルを定義しよう。これまでの議論は有質量
粒子の静止系をとりスピン演算子を定義していた。これを運動量 pµ を持つように Lorentz

boostすれば良い。すると、上で定義したスピン演算子は Pauli-Lubanski擬ベクトル Sµ にな
る。具体的に書くと

Sµ =
ℏ
2
a†I(σ

µ
p )

I
Ja

J (4.103)

であり、(σµ
p )

I
J は

(σµ
p )

I
J :=

1

2m

(
⟨pI | σ̄µ|pJ ] + [pI |σµ |pJ⟩

)
(4.104)

と定義され粒子の運動量 pµ向きに量子化軸を選んだ 4元のPauli行列である (pµ(σ
µ)I J = 0)。

ここで定義された Pauli-Lubanski擬ベクトルは確かに

[Sµ, Sν ] =
iℏ
m
εµνρσpρSσ (4.105)

という交換関係を満たす。ここで、4 階の完全反対称テンソル εµνρσ は ε0123 = 1 という
conventionである。この交換関係は pµ = (m, 0⃗)と粒子の静止系をとると (4.94)を再現する。
運動量 pµ を持つ粒子の spin-coherent状態での期待値をとれば

⟨p, α|Sµ |p, α⟩ = ℏ
2
α∗
I(σ

µ
p )

I
Jα

J (4.106)

であり、pµ ⟨p, α|Sµ |p, α⟩ = 0を満たし古典的なスピンベクトルを再現している。

4.8.2 Kerrブラックホールとの対応
ここで、3章の (3b)に対応する同質量スピン l 粒子と重力子との minimal結合を考えてみ
よう。つまり、以下のような kinamaticsを持つ 3点散乱振幅を考える:
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= A
{I1,··· ,I2s},{J1,··· ,J2s}
3 = κ2

2 m
2x2 [31]2l

m2l

3J1···J2l

2+2

1I1,··· ,I2l

.

この kinematics を持つ 3 点散乱振幅を用いて、外線が spin-coherent 状態である 3 点散乱
振幅 A(p′, β|p, α, k) を考えよう。ここで、粒子 1 の運動量を p, 零質量粒子の運動量 k, 粒
子 3 の運動量を p′ とし、古典の散乱問題と対応付けるため p, k は ingoing をとる。外線が
spin-coherent状態である 3点散乱振幅を計算すると

A(p′, β|p, α, k+2) :=
∑
s,s′

e−
1
2 (∥α∥

2+∥β∥2)δss′√
(2s)!

√
(2s′)!

αI1 · · ·αI2sβ∗
J1

· · ·β∗
J2s′

A
{I1,··· ,I2s}
3 {J1,··· ,J2s′}

=
κ

2
m2x2e−

1
2 (∥α∥

2+∥β∥2)
∑
s

1

(2s)!

(
β∗
I [p

′IpJ ]α
J

m

)2s

=
κ

2
m2x2 exp

[
−1

2
(∥α∥2 + ∥β∥2) + β∗

I [p
′IpJ ]α

J

m

]
(4.107)

となる。では、|p′I ]と |pI ]の関係式を求めよう。p2 = p′2 = −m2 と同じ質量なので p, p′ は
ローレンツ変換で結びつく:

p′µ = exp

(
i

2
ωαβΣ

αβ
V

)µ

νp
ν . (4.108)

ここでパラメタ ωµν を運動量保存則から p′ = p + k となるように選べば、それと同じだけ
スピノル表現のローレンツ変換を |pI ] に作用させれば |p′I ] を得る。外線が on-shell なので
2p · k = p′2 − p2 − k2 = 0 となること、ωµν は kµ から構成されることから ωµνp

ν = 0 であ
る。したがって、指数関数を展開した時の 2次以上の項は零となる。では、ベクトル表現であ
る pµ, p′µ, kµ に着目してパラメタ ωµν を求めよう。pµ をローレンツ変換して得られる p′µ は
計算すると

p′µ = exp

(
i

2
ωαβΣ

αβ
V

)µ

ν p
ν = pµ +

i

2
ωαβ(Σ

αβ
V )µ ν p

ν = pµ + ωµ
ν p

ν (4.109)

となる。ここで、ローレンツ変換のベクトル表現 (Σαβ)µ ν は

(Σαβ)µ ν = −i(ηαµδβν − ηβµδαν ) (4.110)

である。したがって、回転角度を表すパラメタは

ωµν = − 1

m2
(kµpν − pµkν) (4.111)
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と分かった。三角 spinorと四角 spinorに対するローレンツ変換の表現行列は

(Sµν)a
b =

i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ)a

b, (4.112)

(Sµν)ȧ ḃ = − i

4
(σ̄µσν − σ̄νσµ)ȧ ḃ (4.113)

であるから

|p′I ]a = |pI ]a +
i

2
ωµν(S

µν)a
b|pI ]b = |pI ]a +

1

4m2
(kp− pk)|pI ]a

= |pI ]a +
1

2m2
kp|pI ]a = |pI ]a +

kaḃ
2m

|pI⟩ḃ , (4.114)

|p′I⟩ȧ = |pI⟩ȧ − kȧb

2m
|pI ]b (4.115)

のように p′µ の三角 spinor と四角 spinor が求まった。ここで、1 行目から 2 行目には
(σµσ̄ν + σν σ̄µ)a

b = −2ηµνδba と k · p = kµpνη
µν = 0 を、2 行目の等式では Dirac 方程式

|pI ]a = paȧ

m |pI⟩ȧ を用いた。では、式を簡略化するため平均化した運動量 pa を定義する:

pa =
1

2
(p+ p′) ⇔ p′ = pa +

k

2
, p = pa −

k

2
. (4.116)

外線の on-shell条件 p2 = −m2, p ·k = k2 = 0を paに焼き直すと p2a = −m2, pa ·k = k2 = 0

となる。したがって、上のローレンツ変換の議論がそのまま使え k → k
2 とすれば良いから

|pI ]b = |aI ]b −
kbḃ
4m

|aI⟩ḃ , (4.117)

[p′I |b = [aI |b − ⟨aI |ḃ
kḃb

4m
(4.118)

である。ここで、(pa)bḃ = |aI ]b ⟨aI |ḃ である。これらの結果を代入すれば

[p′IpJ ] = [aIaJ ]−
1

4m
⟨aI | k|aJ ]−

1

4m
[aI |k |aJ⟩ −

k2

16m2
⟨aIaJ⟩

= [aIaJ ]−
kµ
2
(σµ

pa
)I J = mδIJ − kµ

2
(σµ

pa
)I J (4.119)

であり、spin-coherent状態の 3点散乱振幅は

A(p′, β|p, α, k+2) =
κ2

2
m2x2 exp

(
−1

2
(∥α∥2 + ∥β∥2) + 1

m
β∗
I

(
[aIaJ ]−

1

2
kµ(σ

µ
pa
)I J

)
αJ

)
=
κ2

2
m2x2e−

1
2 (∥α∥

2+∥β∥2)+β∗
Iα

I

exp

(
− kµ
2m

β∗
I (σ

µ
pa
)I Jα

J

)
(4.120)

となる。

p, p′ ∼ O
(
ℏ0
)
, kµ ∼ O(ℏ), αI , βI ∼ O

(
ℏ−

1
2

)
(4.121)
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であるから
kµ
2m

β∗
I (σ

µ
pa
)I Jα

J) ∼ O
(
ℏ0
)

(4.122)

は古典極限をとると有限になる項であり、

exp

(
−1

2
(∥α∥2 + ∥β∥2) + β∗

Iα
I

)
(4.123)

は αI = βI 以外では指数関数の中身が非零で古典極限をとると消える。つまり、古典粒子は上
のminimal結合では自転の角運動量を交換しない。したがって、古典極限をとるときに効いて
くる 3点振幅は α = β の時で

A(p′, β = α|p, α, k+2) =
κ

2
m2x2e−k̄·a, aµ :=

ℏ
2m

⟨α|σµ
pa

|α⟩ = ⟨Sµ⟩
m

(4.124)

である。ここで、k̄ は波数ベクトルで、スピン長ベクトル aµ は Kerrブラックホールのスピン
aに対応する。実際、質量m,速度 vµ, スピン長 aµ の粒子が運動する時、Newton定数 GN の
一次のオーダーでエネルギー運動量テンソル Tµν(x)は

Tµν(x) = m

∫
dτu{µ exp(a ∗ ∂)ν} ρu

ρδ(4)(x− uτ), (a ∗ ∂)µν := ϵµναβaα∂β (4.125)

となる。これは GN に関して 1次だがスピン長 aに関しては任意のオーダーで Kerr時空の計
量を再現する。この運動量テンソルと重力子 hµν との相互作用∫

d4xhµν(x)T
µν (4.126)

を考えると運動量表示で正のヘリシティを持った重力子と e−a·k に比例する相互作用が出
る [33]。
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On-shell散乱振幅を用いた Ringdown

波の計算

この章では、著者が進行中である研究で得られた結果について述べる。まず、ブラックホー
ル合体や吸収効果を散乱振幅を用いて記述する手法をレビューする。

5.1 吸収・潮汐変形効果
重力子を媒介する散乱を念頭に置いている事象は、ブラックホールと中性子星のようなコン
パクト天体の 2体散乱である。KMOCの定式化では一粒子状態を古典的な点粒子とみなして
いる。しかし、実際にはブラックホールは構造を持っている。例えば、事象の地平面の内部に
侵入した光は、事象の地平面の外部に脱出することはできない。KMOC の定式化は inspiral

に対応するような状況で摂動計算の威力を発揮する。摂動計算の時のオーダーは 2軸あり、一
つが相対速度 v に関する PN展開、他方が Newton定数 GN に関する PM展開である。前者
は Newton重力への特殊相対論的な補正に、後者が一般相対論的な補正に対応する。将来計画
を考えると図 5.1 にあるようにニュートン定数 G7

N のオーダーまでの精度で重力波波形を測
定できる。このオーダーまでの精密観測には同じオーダーの重力波モデル波形計算が必要とな
る。このオーダーでは inspiralの段階でも他方の重力場により一方が潮汐変形したり重力場の
エネルギーを吸収する効果が観測できるようになる。そのため、吸収・潮汐変形効果を取り入
れられるように KMOCの定式化を拡張することは将来観測精度の発展において意義深い。

5.1.1 吸収効果の取り入れ方法
吸収・潮汐変形効果を導入するにあたって吸収の効果を取り入れる方法は提案されている。
ここではその一つである [34]をレビューする。要点は無限遠からは見えない自由度に物理的自
由度が抜けていっているような開放系を考える。例えば、見えている物理系としての作用 Svis
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図 5.1 吸収・潮汐変形が関わる PM展開のオーダー

を

Svis =

∫
d4x

√
−g
( 2

κ2
R2 − 1

4
F 2
µν − 1

2
(∇µψ)

2 − |Dµϕ1|2 −m2
1|ϕ1|

2

− 1

2
(∇µϕ2)

2 − 1

2
m2

2ϕ
2
2 +Qsψ|ϕ1|2

)
(5.1)

とする。状況としては零質量スカラー粒子 ψ (ディラトン)と光子と重力子が力を媒介し、ス
カラー粒子 1はスカラー電荷 Qs, 電磁電荷 Q,質量m1 を持っている。スカラー粒子 2は質量
m2 を持っている。見えない自由度を記述する作用 Sinv により、ディラトンと光子と重力子を
吸収する。

Sinv =

∫
d4x

√
−g(κϕ2ψO0 + κϕ2FµνO

µν
1 + κϕ2WµνρσO

µνρσ
2 ) (5.2)

粒子 2がディラトンや光子、重力子を吸収した状態をX と呼ぶことにすると、O0, O
µν
1 , Oµνρσ

2

は状態 X を記述する場である。これら X 状態の 2 点相関関数は Lehmann-Källen 表示で表
せば、Feymann図では伝播関数に対応し運動量表示で

µ1µ2 ν1ν2

µ1µ2µ3µ4 ν1ν2ν3ν4

=
∫∞
m2

2
dµ2 −iρ(µ2)

k2+µ2−i0

=
∫∞
m2

2
dµ2−iΠ

µ1µ2ν1ν2
1 (µ2,k)
k2+µ2−i0

=
∫∞
m2

2
dµ2−iΠ

µ1µ2µ3µ4ν1ν2ν3ν4
2 (µ2,k)

k2+µ2−i0
(5.3)

のようにスペクトル関数 ρ,Πµ1µ2ν1ν2

1 ,Πµ1µ2µ3µ4ν1ν2ν3ν4

2 を用いて表せる。ここで、Π1,Π2 の
テンソル構造はそれぞれ電磁場テンソル Fµν とワイルテンソルWµνρσ の対称性から決まる。
例えば、Πµ1µ2ν1ν2

2 は電磁場テンソルと結合している。電磁場テンソルは反対称テンソルな
ので

Πµ1µ2ν1ν2

1 = −Πµ2µ1ν1ν2

1 = −Πµ1µ2ν2ν1

1 (5.4)



84 第 5章 On-shell散乱振幅を用いた Ringdown波の計算

と仮定しても一般性は失われない。2点相関関数は互いに交換しても値は変わらないから

Πµ1µ2ν1ν2

1 = Πν1ν2µ1µ2

1 (5.5)

を満たす。今、2点相関関数の運動量 kµ とローレンツ不変テンソルであるMinkowski計量と
完全反対称テンソル ηµν , ϵ

µνρσ から上の条件を満たすテンソルは 2通りある:

Πµ1µ2ν1ν2

1 = ρ11(µ
2)ην1[µ1ηµ2]ν2 + ρ21(µ

2)
1

k2

(
kµ1k[ν1ηµ2]ν2 + kµ2k[ν2ην1]µ1

)
. (5.6)

また、UV理論である一般相対論において、4次元時空の真空解である Schwarzschild時空上
の Einstein-Maxwell理論は自己双対である。IR理論でも UVの対称性が保存されると思うと

Πµ1µ2ν1ν2

1 =
1

4
ϵµ1µ2

µ3µ4ϵ
ν1ν2

ν3ν4Π
µ3µ4ν3ν4

1 (5.7)

を満たす。これから ρ11(µ
2), ρ21(µ

2)は関係付いて

Πµ1µ2ν1ν2

1 = ρ1(µ
2)(ην1[µ1ηµ2]ν2 +

2

k2

(
kµ1k[ν1ηµ2]ν2 + kµ2k[ν2ην1]µ1

)
) (5.8)

と制限できる。この 4次元時空でのMaxwell理論の自己双対性は on-shell散乱振幅の言葉で
は X 状態を内線とする粒子 2と光子の 4点 tree散乱振幅はヘリシティが揃っていると消える
ことに対応する。Πµ1µ2µ3µ4ν1ν2ν3ν4

2 に関しても同様で Oµ1µ2µ3µ4

2 はWeyl テンソルと同じ添
え字の対称性を持ち、2点の入替で対称である。さらに、UV理論である一般相対論を考える
と Schwarzschildブラックホール摂動論ではパリティ奇、偶で変わらず同じ準固有振動数のス
ペクトルを持つ。このような重力版の自己双対性がある。これらの自己双対性が IR理論でも
保存されると思うと Πµ1µ2µ3µ4ν1ν2ν3ν4

2 のテンソル構造 Π̂2 が決まる。したがって、一つの関
数 ρ2(µ

2)を用いて

Πµ1µ2µ3µ4ν1ν2ν3ν4

2 (µ2, k) = ρ2(µ
2)Π̂µ1µ2µ3µ4ν1ν2ν3ν4

2 (k) (5.9)

と変数分離できる。
それぞれのスペクトル関数 ρ, ρ1, ρ2 は一般相対論とのマッチングさせる。つまり、IR理論
としては有効的に 1体系の理論を UVでは一般相対論を考えている。一般相対論とのマッチン
グ方法は、吸収断面積を通して行う。吸収される粒子のエネルギーが小さい (ω ≪ 1)時、一般
相対論から計算された吸収断面積 σabs は

σabs =


16πG2

Nm
2
2 (スカラー粒子)

64
3 πG

4
Nm

4
2ω

2 (光子)
256π
45 G6

Nm
6
2ω

4 (重力子)

(5.10)

である [35,36]。これを内線で X 状態を交換する粒子 2と散乱振幅の前方散乱の虚部と比較し
てスペクトル関数の低エネルギー部分を求める。on-shell散乱振幅の言葉では、質量m2 のス
カラー粒子とヘリシティ h = 0,±1,±2の零質量粒子と質量が m2 より大きいスピン |h|の 3

点結合が Sinv により定義され、その 3点から構成される粒子 2と零質量粒子のコンプトン前
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方散乱を考えている。光子と重力子の場合はテンソルの対称性から決まる係数だけ異なるだけ
なのでスカラー粒子を吸収する場合で説明する。スカラー粒子の吸収効果が現れるコンプトン
散乱振幅は

ψ

ϕ2

ψ

ϕ2

スカラー吸収 4点振幅

k1 k2

p1
p2

= iκ2
∫∞
m2

2
dµ2 ρ(µ2)

(k2+p2)2+µ2−i0 = iĀ4,ab

である。前方散乱 k2 = (ω, ωn) = −k1, p2 = (m2,0) をスカラー粒子の静止系で考える。光
学定理から前方散乱の虚部は全断面積 (今回の場合は吸収断面積)に等しい。つまり、

σabs =
Im Ā前方4,ab

2m2ω
=

κ2

2m2ω

∫ ∞

m2
2

dµ2ρ(µ2) Im
1

(k2 + p2)2 + µ2 − i0

=
κ2

2m2ω

∫ ∞

m2
2

dµ2ρ(µ2) Im
1

−m2
2 − 2m2ω + µ2 − i0

(5.11)

であり、公式

Im
1

x− i0
= πδ(x) (5.12)

を用いれば

σabs =
πκ2

2m2ω
ρ(m2

2 + 2m2ω) (5.13)

とスペクトル関数と一般相対論から計算された吸収断面積がマッチングできる。スペクトル関
数は粒子 2の励起状態を表しているので ρ(µ2) = 0 (µ2 < m2

2), ρ(µ
2) ≥ 0 (µ2 > m2

2)である
から

ρ(µ2) ≃ σabs
πκ2

(µ2 −m2
2) =

GNm
2
2

2π

(
µ2 −m2

2

)
(0 ≤ µ2 −m2

2 ≪ 1) (5.14)

と分かる。µ2 が大きい領域でのスペクトル関数の値は物理的に何に対応しているのだろうか。
入射するディラトンのエネルギーがあるエネルギースケール Λ より小さい領域での有効場の
量子論を考えてみよう。古典運動量 pの粒子 2に運動量 lのディラトンが入射する時、高エネ
ルギーでの X の内線での積分は∫ ∞

Λ2+m2
2

ρ(µ2)

(p+ l)2 + µ2 − i0
dµ2 =

∫ ∞

Λ2+m2
2

ρ(µ2)

µ2 −m2
2 + 2p · l + l2

dµ2 ∼
∫ ∞

Λ2+m2
2

ρ(µ2)

µ2 −m2
2

dµ2

(5.15)



86 第 5章 On-shell散乱振幅を用いた Ringdown波の計算

と近似される。つまり、内線に X を含む 4点相互作用を考えた時、エネルギーが大きい励起
状態 X の自由度を積分して落とすと、有効作用はWilson係数を cとして∫

d4x
√
−gcψ2ϕ22, c =

∫ ∞

Λ2+m2

ρ(µ2)

µ2 −m2
2

(5.16)

と書かれる 4点相互作用が追加されたように見える。つまり、点粒子近似していた物体は実際
には変形する自由度を持ち、その自由度に起因して力を媒介する場に関する接触項が加わって
いる。そのため、このような高エネルギーの励起状態X がブラックホールの潮汐変形率 (Love

数)と関係している可能性がある。

5.2 吸収効果とブラックホール背景の場の量子論
上の議論ではラグランジアンで局所的な相互作用を具体的に与え、スカラー粒子とディラト
ン、光子、重力子との散乱問題を考えた。前述した on-shell 散乱振幅の言葉では 3 章の (3a)

に対応する

= [23]l−h⟨23⟩l+h

m2l−1
X

XJ1···J2l

2+h

1

のように表される 3 点相互作用を追加していたことになる。ここで、有質量スカラー粒子の
時はテンソル構造は唯一に決まることに注意しよう。特に l = |h| に対応する 3 点相互作用
を具体的に上のラグランジアンでは与えていた。電磁気や重力子の場合は三角 spinor か四角
spinor のみで記述される 3 点相互作用を考えていたことになる。そこで on-shell 散乱振幅の
基本構成要素である 3点から出発して on-shell振幅の言葉ではどの量が吸収断面積とマッチン
グされるかをみよう [37]。X の静止系で spinor-helicity で書いた 3点散乱振幅を具体的に計
算してみよう。スカラー粒子と零質量粒子の相対運動量の大きさを P とし、スカラー粒子の質
量をM , X の質量をmX として

pµ = (
√
M2 + P 2,−P sin θ cosφ,−P sin θ sinφ,−P cos θ), (5.17)

kµ = (P, P sin θ cosφ,P sin θ sinφ,P cos θ), (5.18)

pµX = (mX , 0⃗) (5.19)

と表す。ここで、スカラー粒子の運動量は p,零質量粒子の運動量は k, X 粒子の運動量は pX

である。X のスピン lの添字のうち l +m個が J = 1,残りの l −m個が J = 2の時の散乱振
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幅 Am(pX |p, k)を考えると

Am(pX |p, k) := gl

m2l−1
X

[23{1] · · · [231]︸ ︷︷ ︸
l−m

[232]m−h ⟨232}⟩
l+h︸ ︷︷ ︸

l+m

= gl
(2P )l

ml−1
X

(−1)m

(2l)!

√
4π(l +m)!(l −m)!(l + h)!(l − h)!

2l + 1
hYl,m(θ, ϕ)

= gl
λ(s,M2, 0)

l
2

m2l−1
X

(−1)m

(2l)!

√
4π(l +m)!(l −m)!(l + h)!(l − h)!

2l + 1
hYl,m(θ, ϕ)

(5.20)

と計算される。ここで、零質量の時の三角 spinor と四角 spinor の具体形 (3.18) と |XI ]a =
√
mXδ

I
a を用い、スピン重みつき球面調和関数 hYs,m(θ, ϕ) の定義 (付録 A) を用いた。さら

に、相対運動量は重心系の運動量 s = −(p+ k)2 として多項式 λ(x, y, z)を用いて

2P
√
s =

√
λ(s,M2, 0) = s−M2, λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2yz − 2zx (5.21)

とローレンツ不変な形で表せたこと、この散乱振幅は gl を無次元量にするために出てくる次元
合わせの定数 λ,mX とスピン重みつき球面調和関数の規格化由来の定数からなっていること
に注意する。上の散乱振幅から計算される反応断面積がヘリシティ hの零質量粒子が質量M

の有質量粒子に吸収される断面積である。初期状態が 2粒子で終状態が n粒子となる微分反応
断面積 dσ は

dσabs =
1

4EP
|A(k1, · · · , kn|p1, p2)|2dLIPSn(p1, p2), (5.22)

dLIPSn(p1, p2) = δ̂(4)(p1 + p2 −
n∑
i

ki)

n∏
i=1

dΦ(ki) (5.23)

であった。ここで、P は初期 2粒子の重心系での運動量、E は重心系でのエネルギーである。
今、粒子 XI1,··· ,I2l のスペクトルを知らないのでスペクトル関数 ρ(m2

X)を用いて∑
{I1,··· ,I2l}

∫
dm2

XdΦ(pX)ρl(m
2
X) |pX , {I1, · · · , I2l}⟩ ⟨pX , {I1, · · · , I2l}| = 1X (5.24)

とX の 1粒子状態が張る射影演算子 1X を表そう。したがって、終状態がスピン lの粒子とな
る上記に示した 3点散乱振幅による吸収断面積 σabs

l は

σabs
l = 1

2
√

λ(s,M2,0)

∫
dm2

XdΦ(pX)ρl(m
2
X)δ̂(4)(p+ k − pX)

×A{I1,··· ,I2l}(p, k|pX)A{I1,··· ,I2s}(pX |p, k)

= π√
λ(s,M2,0)

∫
dm2

Xρl(m
2
X)δ(s−m2

X)

l∑
m=−l

|Am(pX |p, k)|2

= π√
λ(s,M2,0)

∫
dm2

Xρl(m
2
X)δ(s−m2

X)
∣∣g2l ∣∣ λl

m
2(2l−1)
X

1

(2l)!2

= π
|gl|2

(2l)!2
ρl(s)(λ(s,M

2, 0))l−
1
2 s1−2l (5.25)



88 第 5章 On-shell散乱振幅を用いた Ringdown波の計算

と計算できる。
ここで、零質量粒子のエネルギー P がスカラー粒子の質量mより十分小さく、Schwarzschild
ブラックホール時空を背景として零質量粒子が伝播している問題を考えてみよう。前節の議論
では X 状態のスペクトル ρ(µ2)の µ2 −m2 ≫ 1という範囲との対応しか見えてなかったが、
ここでは 1粒子の励起状態を表す X がブラックホール摂動論ではどのような状態に対応する
のかが分かる。簡単のため零質量粒子はスカラー h = 0の時を考える。すると、2章で扱った
Schwarzschild時空上での零質量の Klein-Gordon方程式 ∇µ∇µφ = 0を再利用できる。準固
有振動の解析の時と同様にモード解 φω,lm は球面調和関数を用いて

φω,lm = e−iωt ul(r)

r
Ylm(θ, ϕ) (5.26)

と表せ、動径方向の関数は亀座標 r∗ で[
d2

dr∗
+ ω2 −

(
1− 2GNM

r

)(
l(l + 1)

r2
+

2GNM

r3

)]
ul(r) = 0 (5.27)

という微分方程式を満たすのだった。この方程式の解は uinl , u
up
l という漸近形を指定した解を

持っていた。今回は反射率 Rl と透過率 Tl を用いて漸近系を記述すると

√
2ω uinl ∼

{
Tle

−iωr∗ (r∗ → −∞)

Rle
iωr∗ + e−iωr∗ (r∗ → ∞)

, (5.28)

√
2ω uupl ∼

{
eiωr∗ − TlR

∗
l

T∗
l
e−iωr∗ (r∗ → −∞)

Tle
iωr∗ (r∗ → ∞)

(5.29)

とかける。ここで、
√
2ω は後に Klein-Gordon 内積を規格化するための定数である。Wron-

skianが r+ → ±∞で一致するという条件から確率保存則 |Rl|2 + |Tl|2 = 1が出ていた。動径
方向の方程式は実係数なので uinl , u

up
l の複素共役も解である。それらを

uoutl := (uinl )∗, udown
l = (uupl )∗ (5.30)

と定義する。すると、uin は tに関して無限の過去で無限遠から入射し無限の未来で Tl だけポ
テンシャルを超えてブラックホール内部に透過し Rl だけ反射したモード、uout = (uin)∗ は無
限の過去で事象の地平面と無限遠から入射され無限の未来で無限遠で一つに集まるモードであ
る。一方、uup は tに関して無限の過去で事象の地平面から入射し無限の未来でポテンシャル
に反射した波と透過した波に分かれるモード、udown = (uup)∗ は無限の過去で事象の地平面
と無限遠から入射し無限の未来で一つにまとまるモードである。もちろん、これら 4つのモー
ドは互いに線形従属であり、漸近形から

φin
ω,lm = Rlφ

out
ωlm + Tlφ

down
ω,lm , (5.31)

φup
ω,lm = Tlφ

out
ωlm − TlR

∗
l

T ∗
l

φdown
ω,lm (5.32)
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となっている。散乱問題を考えたいので運動量 k⃗ の in状態に対応するモードを探したい。in

状態に対応するモード φ+
k は

φ+
k = e−iωt

(
eik⃗·x⃗ +

fk(θ)

r
eiωr∗

)
, r∗ → ∞ (5.33)

という漸近形を持ってほしい。fk(θ)は運動量 k⃗ で入射した時に Schwarzschildブラックホー
ルにより散乱される振幅である。この漸近形を持つモードは φin

l である。平面波の球面波展開

eik⃗·x⃗ = eiωr∗ cos θ =

∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr∗)Pl(cos θ) (5.34)

と球ベッセル関数関数 jl(z)の漸近展開

jl(z) ∼
1

2iz

(
(−i)leiz − ile−iz

)
(z → ∞) (5.35)

とルジャンドル多項式 Pl(k̂ · x̂)

Pl(k̂ · x̂) =
4π

2l + 1

m∑
l=−m

Ylm(k̂)Y ∗
lm(x̂), k̂ :=

k⃗∣∣∣⃗k∣∣∣ , x̂ :=
x⃗

|x⃗|
(5.36)

を用いれば、球ベッセル関数の漸近形の e−iz の係数を合わせることで

φ+
k =

∑
lm

4πi√
2ω

(−1)lY ∗
lm(k̂)φin

ω,lm(t, r, x̂) (5.37)

と分かる。fk(θ)と Rl との対応を見よう。散乱行列を Sl とすると

fk(θ) =

∞∑
l=0

(2l + 1)
Sl − 1

2iω
Pl(k̂ · x̂), Sl = ηle

2iδl = (−1)l+1Rl (5.38)

である。ここで、−1の項は入射平面波の寄与であり、弾性定数 ηl と位相シフト δl と散乱行列
Sl の関係を示した。無限の未来で、運動量 k⃗で無限遠まで届く平面波とブラックホールに落ち
る球面波からなるモード φ−

k を考えると、その境界条件を満たしているのは φω,lm で

φ−
k =

∑
lm

4πi√
2ω
Y ∗
lm(k̂)φout

ω,lm(t, r, x̂) (5.39)

∼ e−iωt

(
eik⃗x⃗ +

f∗−k(θ)

r
e−iωr

)
(r∗ → ∞) (5.40)

となる。つまり、φin
ω,lm は tに関して無限の過去で無限遠にいる観測者にとっての一粒子状態

に対応するモード関数で、φout
ω,lm は無限の未来で無限遠にいる観測者にとっての一粒子状態に

対応するモード関数である。では、φup
ω,lm, φ

down
ω,lm はどのようなモードであろうか。φup

ω,lm は、
無限の過去で事象の地平面から放射し無限の未来で無限遠まで到達するモードでホワイトホー
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ルを記述するモード、φdown
ω,lm は無限の過去で無限遠から入射し無限の未来でブラックホールに

吸収されるモードである。つまり、二体散乱の文脈では

X+
ω,lm = φup

ω,lm, X−
ω,lm = φdown

ω,lm (5.41)

と事象の地平面上の観測者にとって φup は無限の過去で一粒子に状態にみえ、φdown は無限
の未来で一粒子状態に見える。交換関係を導入して場の量子論で記述しても良いが、今は一粒
子状態にのみ興味があるので相対論的量子力学の範疇で散乱行列を定義しよう。場の量子論的
記述は [38]を参照されたい。散乱行列を定義する前にモード間の内積を定めよう。ここでは、
Klein-Gordon 内積を採用する。Schwarzschild ブラックホールの事象の地平面より外で定義
された関数 ϕ1, ϕ2 に対して、Klein-Gorden内積 (ϕ1, ϕ2)は

(ϕ1, ϕ2) := i

∫
Σ

dΣµ(ϕ∗2∂µϕ1 − ϕ1∂µϕ2) (5.42)

と定義されていた。ここで Σは Cauchyスライスで dΣµ は時間方向正向きの法線ベクトルで
ある。これは Cauchyスライスの取り方に依存しない。例えば t一定面を Cauchyスライスと
して具体的にとれば

(ϕ1, ϕ2) = i

∫ ∞

−∞
dr∗r

2dΩ2(ϕ
∗
2∂tϕ1 − ϕ∗1∂ϕ2) (5.43)

となる。したがって、in, out, up, downのモード間の内積で消えないものは (5.32)を参照す
れば

(φout
ω,lm, φ

in
ω′,l′m′) = Rlδ̂(ω

′ − ω)δll′δmm′ , (φdown
ω,lm , φin

ω′,l′m′) = Tlδ̂(ω
′ − ω)δll′δmm′ , (5.44)

(φout
ω,lm, φ

up
ω′,l′m′) = Tlδ̂(ω

′ − ω)δll′δmm′ , (φdown
ω,lm , φup

ω′,l′m′) = −TlR
∗
l

T ∗
l

δ̂(ω′ − ω)δll′δmm′

(5.45)

となる。ここで、散乱行列 S を

⟨β|S |α⟩ =
(

(φ−
k′ , φ

+
k ) (φi

p′ , X
+
ω,lm)

(X−
ω′,l′m′ , φ

+
k ) (X−

ω′,l′m′ , X
+
ωlm)

)
(5.46)

と定義しよう。ここで、ケットベクトル |α⟩には無限の過去で無限遠で運動量 k で入射する粒
子には φ+

k を、無限の未来で無限遠で運動量 k で放射する粒子には φ−
k を、無限の未来でブ

ラックホールに吸収される粒子にはX− を、無限の過去でホワイトホールから出てくる粒子に
は X+ を対応させている。つまり、上のブラケット記法での表記は |K⟩は無限の過去での無
限遠での一粒子状態 φ+

k を表し、|Xω,lm⟩は X+
ω,lm を表していると約束すると、内積は

⟨α|β⟩ =


2ωδ̂(3)(K⃗ ′ − K⃗) (β = K ′, α = K)

δ̂(ω′ − ω)δll′δmm′ (β = Xω′,l′m′ , α = Xω,lm)

0 (それ以外)

(5.47)
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となっている。この時、散乱行列は
⟨P ′|S |P ⟩ = 2ωδ̂(3)(P⃗ ′ − P⃗ ) + 4πiδ̂(ω′ − ω)f(P ′, P ), (5.48)

⟨Xω′,lm|S |P ⟩ = 4πiδ̂(ω′ − ω)
Tl√
2ω
Y ∗
lm(P̂ ), (5.49)

⟨P ′|S |Xω,lm⟩ = 4πiδ̂(ω′ − ω)
Tl√
2ω
Ylm(P̂ ′), (5.50)

⟨Xω′,l′m′ |S |Xω,lm⟩ = −TlR
∗
l

T ∗
l

δ̂(ω′ − ω)δll′δmm′ (5.51)

である。ここで f(P ′, P )は

f(P ′, P ) :=

∞∑
l=0

(2l + 1)
ηle

2iδl − 1

2iω
Pl(P̂ · P̂ ) (5.52)

と表せ、ベクトルのなす角 θ ではなくベクトル表示で書いた散乱振幅である。この散乱振幅
行列は in,upからなる完全系から out,downからなる完全系への遷移行列なのでユニタリであ
る。つまり、∑

γ

⟨α|S† |γ⟩ ⟨γ|S |β⟩ =
∫

dΦ(P ) ⟨α|S† |P ⟩ ⟨P |S |β⟩

+

∫ ∞

0

d̂ω
∑
lm

⟨α|S† |Xω,lm⟩ ⟨Xω,lm|S |β⟩ = ⟨α|β⟩

(5.53)

を満たす。同様に ⟨α|SS† |β⟩ = ⟨α|β⟩となる。それでは、マッチングを考えるために観測量
を計算してみよう。ここでは、吸収断面積 σabs を計算する。終状態の微小配位体積における
微分吸収断面積は

dσabs =
V

T

|⟨Xω′,lm|S |P ⟩|2

⟨Xω′,lm|Xω′,lm⟩ ⟨P |P ⟩
dΠX (5.54)

であった。ここで、T は反応時間、V は空間体積で、dΠX は X 状態の位相体積測度である。
つまり、dΠX は ∫

dΠX |X⟩ ⟨X| = 1−
∫

dΠp |P ⟩ ⟨P | (5.55)

と X 状態への射影演算子となるような測度である。反応時間 T は T = δ̂(ω − ω)と空間体積
V は V = δ̂(3)(P⃗ − P⃗ )と十分長いとすると、吸収断面積は

σabs =
∑
lm

∫ ∞

0

dω′δ(ω′ − ω)
4π2

ω2
|Tl|2Y ∗

lm(P̂ )Ylm(P̂ )

=
4π2

ω2

∞∑
l=0

|Tl(ω)|2
2l + 1

4π
Pl(0) =

π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1)|Tl(ω)|2 (5.56)

となる。これが散乱振幅で計算した結果と等しいとすることで、3点振幅とスペクトル関数の
積 |gl|2ρl(s)をマッチングすることになる。つまり、前節で Lehmann-Källen表示していたス
ペクトル関数は、この節でのスペクトル関数と 3点結合定数との積からなることが分かった。
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5.3 散乱振幅を用いた ringdown波の波形計算
これまでの議論から吸収チャネルにスピン l の粒子を含む 4 点散乱振幅をスペクトル関数

ρl を用いて Lemann-Källen 表示した後、スペクトル関数を角運動量 l の greybody 因子と
マッチングさせれば良いことがわかった。これを用いて、KMOC formalismを用いて無質量
粒子と有質量スカラー粒子の 2 体散乱に伴う反射波を計算し、それを 2 章での時間領域での
ringdown波形と比較する。これらの波形は古典散乱問題を場の量子論で記述しているか、ポ
テンシャル問題として波動方程式を解いているかの違いでしかないので素朴には一致する。以
下、簡単のためヘリシティ h = 0 の零質量スカラー (ディラトン) が吸収される効果に注目
する。

5.3.1 放射波の球面波展開
ディラトン φは消滅演算子 a(k)を用いて

φ(x) =

∫
dΦ(k)a(k)eikx + h.c. (5.57)

のように平面波展開できた。しかし、今回比較する 2章示したブラックホール摂動論で計算し
た波形は球面波であるので基底の変換を行う。周波数領域でのディラトンの放射波 R(ω, r, x̂)

は KMOC formalismの一般論から

R(ω, r, x̂) = ⟨φ̃(ω, r, x̂)⟩ = −i
4πr

⟨in|S†a(ωx̂)S |in⟩ eiωr +O
(

1

r2

)
(5.58)

とかけた。ここで初期状態 |in⟩はのちに指定するが、x̂ = x⃗/rである。これが球面波展開の式
と等しくあって欲しいので

−i
4πr

⟨in|S†a(ωx̂)S |in⟩ eiωr =
ulm(ω, r)

r
Ylm(x̂) (5.59)

と比較すると

ulm(ω, r) = − i

4π

∫
d2x̂ ⟨in|S†a(ωx̂)S |in⟩ eiωrY ∗

lm(x̂) (5.60)

となる。したがって時間領域での放射波の r の主要項 ulm(t, r)は KMOC formalismで

ulm(t, r) = ulm(t− r) =
〈〈−i

4π

∫ ∞

0

d̂ωe−iω(t−r)

∫
d2x̂ ⟨in|S†a(ωx̂)S |in⟩Y ∗

lm(x̂) + c.c.
〉〉

(5.61)

とかけることがわかった。



5.3 散乱振幅を用いた ringdown波の波形計算 93

5.3.2 スペクトル関数のマッチング
それではスピン l が内線に入る時のコンプトン散乱を考えよう。軌道角運動量 l のみに依存
したスペクトル関数 ρl と Lorentz共変な球面調和関数 (付録 A)を用いて

A4(p, k|p′, k′) =
∫ ∞

m2

dµ2
∑
lm

ρl(µ
2)
[Y ∗

lm(k′; p′)Ylm(k; p)

s− µ2 + i0
+
Y ∗
lm(k, p′)Ylm(k′, p)

u− µ2 + i0

]
+ (tチャネルや接触項) (5.62)

とかける。ここでは、4点散乱振幅は基本構成要素である 3点散乱振幅から構成されるとし接
触項はないと仮定する。光学定理より

ImA前方4 = 2mωσtot (5.63)

が成り立つ。ここで外線の運動量は p′µ = −pµ = (m, 0⃗), k′ = −k = (ω, ωk̂)とラベルされて
おり σtot は全反応断面積である。Lorentz 共変な球面調和関数 Ylm(k̂, u) は u = (1, 0⃗) の時、
通常の球面調和関数 Ylm になるので、前方散乱の振幅の虚部で聞いてくるものは

ImA前方4 =
1

4

∞∑
l=0

ρl(s)(2l + 1)Pl(0) =
1

4

∞∑
l=0

ρl(s)(2l + 1) (5.64)

である。ここで、重心系のエネルギー s = m2 + 2mω である。右辺は σtot = σabs + σel と吸
収断面積と弾性散乱断面積に分かれる。吸収断面積は

σabs =
π2

ω2
(2l + 1)|Tl|2 (5.65)

のように greybody factorとマッチングさせる。弾性散乱断面積とは、無限遠で見える自由度
であるディラトンや有質量スカラーが内線を走る散乱振幅から構成される散乱断面積である。
これは ringdown波形のうち tail効果に対応していると考えられる。そこでスペクトル関数を
ρl(s) = ρell (s) + ρabsl (s)とどちらの寄与かわかるように分けておくと

ρabsl (m2 + 2mω) =
8πm

ω
|Tl(ω)|2 (5.66)

のように吸収に対応するスペクトル関数と greybody因子がマッチングされる。

5.3.3 期待値の計算
ではディラトンと有質量スカラー粒子の 2 体散乱を考えよう。この散乱問題設定に対応し
て、初期状態に

|in⟩ =
∫

dΦ(p)ϕ(p)e−ip·b/ℏ |p, γ⟩ , |γ⟩ = Cγ |0⟩ (5.67)
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と Goldilocks 条件を満たす波束 ϕ(p) を持つ有質量粒子の 1 粒子状態と零質量スカラーのコ
ヒーレント状態の積状態をとろう。ここで、γ(k)は平面波の複素振幅で、bは衝突係数である。
この衝突係数は 4.5節で見たように時間領域での波形の位相を進ませる。
前述のようなコヒーレント状態を含む初期状態を選択した際、期待値 ⟨in|S†a(ωx̂)S |in⟩の
古典極限がブラックホール摂動論から導出される反射率を正確に再現するか否かは非自明な課
題である。この対応関係の妥当性については、現在詳細な解析を進めている段階にある。



95

第 6章

まとめと展望

6.1 まとめ
本修士論文では 2 章でブラックホール摂動論のうち特に静的球対称ブラックホール背景時
空からの摂動に関する方程式を導き Schwarzschild ブラックホールに関する ringdown 波を
扱った。加えて Kerr ブラックホールに関する摂動論を行うときに威力を発揮する Newman-

Penrose 形式を導入し Teukolski 方程式を導出した。ここでの記述は 2 体問題をポテンシャ
ル問題として扱っており、2体散乱問題をポテンシャル問題として扱う Schrödinger方程式と
式の形という点でも似ていた。また、3 章で平坦時空上で場の量子論に着目し相互作用の局
所性とユニタリ性、ローレンツ対称性から散乱振幅の外線運動量依存性を制限する議論をレ
ビューした。4章では、多体散乱を記述できる場の量子論を用いて平坦時空での粒子の古典的
な散乱を記述する手法 (KMOC 法) をレビューした。要点としては観測量の期待値の古典極
限 (ℏ → 0)を取ると、きちんと O(ℏ−n)(n = 1, 2, · · · )の寄与が消え O

(
ℏ0
)の項が残るという

ことである。この手法では古典力学の基本原理である作用反作用の原理を明示的に守りつつ、
古典粒子の散乱に伴う放射を計算できる利点がある。On-shell 散乱振幅技術のおかげでラグ
ランジアンを用いた形式でなくても局所的な相互作用を扱うことができるようになった。そこ
で、3 点 on-shell 散乱振幅を理論の基本構成要素とし、質量が異なる 3 点散乱振幅をブラッ
クホール摂動論の greybody因子とマッチングすることで古典重力での吸収効果を記述する方
法、spin-coherent 状態と呼ばれる有限の大きさを持ったスピン状態の無限個の重ね合わせ状
態を用いることで自転する古典粒子を記述する方法をレビューした。
本修士論文では前述の手法を適用し、中間状態における吸収効果を考慮した重力波波形を球
面波基底で時間領域の関数として計算した。これは、マッチングする greybody因子を球対称
時空のものを採用することに依拠する。本手法で得られた波形はブラックホールへ入射したス
カラー波の反射波に相当するため、ブラックホール摂動論の枠組みを通じても評価が可能で
ある。
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6.2 展望
Schwarzsschildブラックホール背景時空におけるマスター方程式から透過率の周波数依存性
は数値的に計算されている。モデル依存の一致であるかを確認するためにも、数値的に求めら
れた透過率をマッチングさせ数値積分した結果を摂動論と KMOC法で比較する。こうしてス
カラー粒子における波形の理解を深めた後、スピン 1, 2を持つ光子と重力子を外線にもつ散乱
振幅になるように kinematics依存性を持たせる。力を媒介する粒子と有質量粒子の 2体散乱
問題での反射に関して考察を深めた後、その 3点相互作用を基本要素として内線に含む有質量
同士の 2体散乱問題に応用できるだろう。
これまで、3点相互作用の基本要素を適切にマッチさせることを考え、treeの散乱振幅を計
算してきた。基本要素の理解が進んだ後は、ループ数の多い散乱振幅を計算し Newton 定数
GN に関して高次な項の計算に進む。通常のダイアグラム計算の時と同様にループを含む散乱
振幅は計算が煩雑になる。ループを計算する時には Leading-singularity という計算技術 [39]

が発展してきている。KMOC法を用いて 2体散乱に伴う力積を計算する場合、ループの形状
で古典極限をとった時に消えるかを判断し、内線をカットした時の singularity を用いて計算
すると良いことが 1 ループレベルでは分かってきた [40]。つまり、4 点 tree 散乱振幅を内線
が on-shellの時の singularityを用いて 3点から構成した時と同様に、古典極限を取った後で
寄与するループ積分は内線をカットした後の散乱振幅から計算可能ということである。これを
ループを含む 5点散乱振幅の計算に応用することで、GN の高次摂動項を計算できるだろう。
実際の 2 天体の合体はブラックホールだけでなく、中性子星のようなコンパクト天体から
なるイベントもある。中性子星のようなコンパクト天体は他方の天体からのエネルギーの吸収
効果だけでなく潮汐変形効果や潮汐変形に伴う散逸効果もあるため、そのような効果はどの散
乱振幅とマッチングさせるかが問題となる。また、ブラックホールに静的な潮汐力を加えた時
の潮汐変形率は無毛定理から消える [42, 43] が、動的な外場が加わった時は 0 でない値を持
つ。このような外場による潮汐変形効果の解析にはWorldline Effective Field Theoryが用い
られている [44–46]。Worldline に対応する粒子と重力子とを対応させたダイアグラム計算と
KMOC法で用いる散乱振幅の対応は力積の場合解析されている [47]。これらを統合し波形計
算に応用することで潮汐変形率の情報を含む波形が計算可能となる。潮汐変形を含んだ波形は
数値相対論を用いて計算されており、それの inspiral 領域と一致することを確認できた場合、
波形計算のコストが大幅に簡約されることが期待される。例えば、中性子星の潮汐変形率の精
密観測は中性子星内部に存在する高温・高密度下の核物質の状態方程式の制限につながり、場
の量子論で記述される原子核物理分野にも古典極限を取ることで間接的に貢献できる可能性が
ある。
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付録 A

球面調和関数

A.1 2次元球面上のスピン重みつき球面調和関数
■球面調和関数 二次元球面 S2 上の解析関数の展開基底となる球面調和関数 Ylm(n)につい
て述べる。球面調和関数 Ylm(n)は∫

dnY ∗
lm(n)Yl′m′(n) = δll′δmm′ (A.1)

のように正規化されている。ここで、nは単位球面上を指すベクトルである。また、
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗
lm(n)Ylm(n′) = δ(2)(n− n′) (A.2)

のように直交関数系をなしている。球面調和関数はルジャンドル陪多項式 P
|m|
l (x)を用いてか

けて

Ylm(θ, φ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)eimφ (A.3)

の notation をとる。(−1)m がないといった notation の違いがある。ルジャンドル陪多項式
はルジャンドル多項式 Pl(x)

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (A.4)

を用いて

Pm
l (x) = (1− x2)

m
2

dm

dxm
Pl(x) (A.5)

である。
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■スピン重みつき球面調和関数 有質量スカラーとヘリシティ h の零質量粒子とスピン s の
粒子からなる 3 点散乱振幅を扱った時にスピン重みつき球面調和関数 hYsm が現れた。この
時は、ローレンツ対称性から 3点の kinamaticsを決めスピン s粒子の静止系をとることで生
じた。実際、スピン重みつき球面調和関数は SO(3)の表現論で決まる関数でWigner-D関数
Ds

hm を用いて書かれる [48]。具体的な表式は

hYsm(θ, φ) = (−1)s+m−h

√
(2s+ 1)(s+m)!(s−m)!

4π(s+ h)!(s− h)!

(
sin

θ

2

)2s

eimφ

×
min(s+m,s−h)∑
n=max(0,m−h)

(
s− h

n

)(
s+ h

n+ h−m

)
(−1)n

(
cot

θ

2

)2n+h−m

(A.6)

となる。これは ∫
dn hYsm(n⃗) hYs′m′(n⃗) = δss′δmm′ (A.7)

のように規格化されている。また、角度 θ, ϕに寄らず
l∑

m=−l

(l −m)!(l +m)! | hYlm(θ, ϕ)|2 =
2l + 1

4π
(l − h)!(l + h)! (A.8)

となる。
Lie 代数としては so(3) ∼= su(2) なので SU(2) スピノルを用いて表した方が式として
は簡略化し、4 次元ローレンツ共変な表示に拡張しやすい。2 次元球面上のベクトル n =

(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) を量子化軸とした spinor κ± を考える。これら κ± は式 (3.71)

にて具体的な表示を求めていた。再度表記すると

κa− = e−iφ
2

(
cos θ

2

−eiφ sin θ
2

)
, κa+ = ei

φ
2

(
e−iφ sin θ

2

cos θ
2

)
(A.9)

であり、(n⃗ · σ⃗)a b κ
b
± = ±κa± を満たしていた。スピン重みつき球面調和関数のうち spinorを

用いて kinematicsが決まる構成要素 hỸsm(n⃗)を

hỸsm(n⃗) =

s−m︷ ︸︸ ︷
κ
{1
+ · · ·κ1+ κ2+ · · ·κ2+︸ ︷︷ ︸

s+h

κ2− · · ·κ2}−︸ ︷︷ ︸
s−h

(A.10)

と定義すると、スピン重み付き球面調和関数は

hYsm(θ, φ) = (−1)m(2s)!

√
2s+ 1

4π(s+m)!(s−m)!(s− h)!(s+ h)!
hỸsm(n⃗) (A.11)

となる。このように表すと SU(2)の添え字に関して対称化する操作による和がとられていた
ことがわかる。例えば、(A.10)のように h > 0,m > 0の時は、s− h個ある κ2− の SU(2)添
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字 2を 1に n個だけ変えた場合に関して和をとっていることがわかる。このように SU(2)添
字の完全対称テンソルを考えることで 1, 2の添え字の個数が、z 軸に量子化軸を固定したとき
の sz の固有値に対応させられる。零質量 little groupでの議論と同様に、κ± → eiϕκ± と位相
回転しても n⃗の向きは変化しない。κ± → e±iϕκ± の位相回転を行うと hỸsm も

κ± → e±iϕκ± ⇒ hỸsm → e2hiϕ hỸsm (A.12)

と位相回転する。しかし、これはスピン重みつき球面調和関数の正規直交性は変えないので、
複素共役を取るときに hYs,−m = hY

∗
sm と便利な式が成り立つような位相に κ± を固定して

いた。

A.2 4次元 Lorentz共変なスピン重みつき球面調和関数
では、Lorentz変換性を持つ spinor-helicity formalismによって、重心系から Lorentz変換
した系でも扱えるような形式に球面調和関数を拡張しよう。時間方向を uµ = (1, 0⃗) とする
ような静止系を選んだ時、運動量 kµ = ω(1, n⃗) の零質量 spinor-helicity で三角 spinor と四
角 spinor は |k]b =

√
2ω κa=b

− , |k⟩ȧ =
√
2ω κa=ȧ

＋ と同一視できた。では、未来方向を向いた
timelikeなベクトル uµ を一つとり spinorで定まる hỸj,m(k;u, n)を

hỸj,m(k;u, n) :=
1

⟨k|u|k]j

j−m︷ ︸︸ ︷
[u(1k] · · · [u(1k]

j+m︷ ︸︸ ︷
[u2k] · · · [u2k] ⟨u2k⟩ · · · ⟨u2)k⟩ (A.13)

と定義し、ローレンツ共変な球面調和関数を

hYj,m(k;u, n) = (−1)m(2j)!

√
2j + 1

4π(j +m)!(j −m)!(j + h)!(j − h)!
hỸj,m(k;u, n) (A.14)

と定義しよう。これは uµ → (1, 0⃗)の時 ⟨k|u|k] = 2u · k u=(1,⃗0)−−−−−→ 2ω となり三角 spinorと四
角 spinorが持つ質量次元を確かに打ち消し |uI ]a

u=(1,⃗0)−−−−−→ δIa となるので (A.10)を再現する。
また、nµ はスピン量子化軸を表す spacelikeなベクトルであるが有質量 little groupの回転で
自由に選べるので静止系で z 軸方向を選んだ時と同じようにとる。つまり、

nµ =
1

2

(
[u1|σµ |u1⟩+ ⟨u1| σ̄µ|u1]

)
(A.15)

のようにとる。以降、このようにスピン量子化軸 nµ を選んでいることにし、ローレンツ共変
な球面調和関数の引数 nは省略する。すると完全性は

2

ω

∫
dΦ(k)δ(k · u− ω) hY

∗
l′m′ hYlm = δll′δmm′ (A.16)

となる。
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付録 B

特殊関数

ここでは、本修士論文で登場する特殊関数について微分方程式や級数表示、積分表示、よく用
いる性質をまとめる。特殊関数の性質はウェブサイト [49]にまとまっているので、ChatGPT

等で計算したい積分や無限和を計算させた後に参照し計算ミスがないかを確認すると効率よく
研究で必要になる計算ができる。

B.1 Beta関数と Gamma関数と Polygamma関数
B.1.1 Gamma関数
Gamma関数 Γ(z)は階乗 n!を複素変数 z に一般化したような関数で

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt (B.1)

と定義できる。上の積分は Re z > 0の領域で収束し、部分積分を行うことで階乗のような関係
Γ(z + 1) = zΓ(z) (B.2)

を示すことができる。例えば、Γ(1) = 1と計算できるので上の関係式を用いれば Γ(n+ 1) =

n! (n = 0, 1, 2, · · · )であり実際に階乗の一般化であることがわかる。この関係式を用いること
で積分が収束している領域から z → z − 1と解析接続を行うことができる。これを繰り返すこ
とで Γ(z) を複素数平面上で有理型関数 (meromorphic function) として定義することができ
る。上の関係式から分かるように正則でない点は z = −n (n = 0, 1, 2, · · · )であり、そこでは
単純極となる:

Γ(z + n) =
(−1)n

n!

1

z + n
+ (z について正則). (B.3)

つまり、Γ(z)は z ∈ Cで零点を持たず、z = −nで単純極を持つ。
さて、ガンマ関数を含む計算をする上でよく用いた関係式を述べる。まず、引数の複素共役

z → z∗ を取るとそれはガンマ関数全体の複素共役になる。
Γ(z∗) = (Γ(z))∗ (B.4)
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である。そして Gamma関数は相反公式 (reflection formula)をみたす。

■相反公式

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
(B.5)

が相反公式である。これらの性質を用いると特定の値での Gamma 関数の絶対値を計算する
ことができる。例えば、引数が準虚数 z = iy (y ∈ R)の時

|Γ(iy)|2 =
π

y sinhπy
(B.6)

であり、引数が z = 1
2 + iy (y ∈ R)の時は

Γ(
1

2
+ iy)Γ(

1

2
−iy) =

∣∣∣∣Γ(12 + iy)

∣∣∣∣2 =
π

cosh(πy)
(B.7)

となる。また、Gamma関数は n倍角の公式

Γ(nz) = (2π)
1−n
2 nnz−

1
2

n−1∏
k=0

Γ(z +
k

n
) (B.8)

を持っている。具体的に n = 2の時

■倍角の公式

Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ(z +
1

2
) (B.9)

が成り立つ。

B.1.2 Beta関数
Beta関数 B(a, b)は

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt (B.10)

のように定義される。この積分は Re a > 0かつ Re b > 0において収束し、

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(B.11)

と Gamma関数を用いて表すことができる。右辺を用いて解析接続すれば、Gamma関数の極
の位置を除いて Beta関数を (a, b) ∈ C2 に拡張できる。
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B.1.3 Polygamma関数
Polygammma関数 ψ(n)(z) (n = 0, 1, 2, · · · )は概してガンマ関数を微分した関数である。正
確には、Gamma関数を対数微分した digamma関数 ψ(z) = ψ(0)(z)を

ψ(z) :=
Γ′(z)

Γ(z)
(B.12)

と定義する。すると、n = 1, 2, · · · に対して

ψ(n)(z) :=
d

dz
ψ(n−1)(z) (B.13)

と定義される。相反公式は digamma関数の表示では

ψ(z)− ψ(1− z) = − π

tan(πz)
(B.14)

である。また、Polygamma関数は

ψ(n)(z + 1) = ψ(n)(z) +
(−1)nn!

zn+1
(B.15)

という漸化式を持つ。

B.2 超幾何関数
超幾何関数 2F1(a, b; c; z)は

2F1(a, b; c; z) =

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn (B.16)

と無限級数で定義される。この無限級数は |z| < 1 で収束し正則関数を定めている。ここで、
(a)n は Pochhammer記号であり (a)n = Γ(a + n)/Γ(a)と定義する。この無限級数は以下の
超幾何微分方程式

z(1− z)
d2

dz2
F + (c− (a+ b+ 1)z)

d

dz
F − abF (z) = 0 (B.17)

の解になっている。この微分方程式は z = 0, 1,∞に確定特異点を持っており、それぞれの確
定特異点で無限級数表示で解を構成することができる。それら構成した解同士を解析接続する
ことで超幾何関数を特異点以外の複素平面に定義できる。このように解析接続した結果として
以下のような接続公式を得る。
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■接続公式 z = 0周りと z = 1周りの接続公式は

2F1(a, b, c; z) = (1− z)c−a−bΓ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
2F1(c− a, c− b, c− a− b+ 1; 1− z)

(B.18)

+
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
2F1(a, b, a+ b− c+ 1; 1− z)

であり、z = 0周りと z = ∞周りの接続公式は

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(c− a)Γ(b)
(−z)−a

2F1(a, a+ 1− c; a+ 1− b;
1

z
) (B.19)

+
Γ(c)Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
(−z)−b

2F1(b, b+ 1− c; b+ 1− a;
1

z
)

である。この接続公式を認めれば、2F1(a, b; c; 0) = 1からガウスの和公式

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
(B.20)

が成立することがわかる。この和公式は (1− cos θ)−∆ を einθ (n ∈ Z)基底にフーリエ級数展
開する時などで用いる。

B.3 Kummer関数
Kummer関数の性質については文献 [50]が詳しい。Kummerの微分方程式は[

z
d2

dz2
+ (b− z)

d

dz
− a

]
w(z) = 0 (B.21)

であり、Kummer関数を用いて一般解が記述できる。第一種 Kummer関数M(a, b; z)は

M(a, b; z) = 1F1(a, b; z) =
∞∑

n=0

(a)n
(b)n

zn

n!
(B.22)

と定義される。この表示は b /∈ Z≤0 の時に有効で、b ∈ Z≤0 は極となっており、a, z に関して
は正則である。a /∈ Z≤0 の時

M(a, b; z)
z→∞−−−→ ezza−b Γ(b)

Γ(a)
(B.23)

という z → ∞での漸近形を持つ。b /∈ Zの時、第二種 Kummer関数 U(a, b; z)は

U(a, b; z) =
π

sin(πb)

[
M(a, b; z)

Γ(1 + a− b)
− z1−bM(1 + a− b, 2− b; z)

Γ(a)Γ(2− b)

]
z→∞−−−→ z−a (B.24)
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とかける。ここで 1F1 は超幾何関数、Γはガンマ関数である。a /∈ Z≤0, b ∈ Z>0 の時、第二
種 Kummer関数 U(a, b; z)は

U(a, n+ 1; z) =
(−1)n

n! Γ(a− n)

∞∑
k=0

(a)k
(n+ 1)kk!

zk(log z + ψ(a+ k)− ψ(1 + k)− ψ(1 + n+ k))

+
1

Γ(a)

n∑
k=1

(k − 1)!(1 + k − a)n−k

(n− k)!
z−k (n = 0, 1, 2 · · · )

(B.25)

とかける。ここで ψ(x)は digamma関数である。2章において、Kummer関数を用いて球対
称ブラックホール時空でのモード解を近似できることを議論した。角運動量 l, Scwarzschild

半径 rs, モードの角振動数 ω, 観測者の位置 r, とすると、

a = l + 1− irsω, b = 2l + 2, z = −2irω (B.26)

と上のパラメタ a, bと引数 z と関係していたことを思い出そう。Schwarzschild半径 rs = 1,

観測者の位置 r = 100, 軌道角運動量 l = 0の時、第一種 Kummer関数を図示すると図 B.1に
なる。また、Mathematicaで軌道角運動量 l を l = 0とすると第二種 Kummer関数は発散し
グラフが出力されないという技術的な理由により、Schwarzschild半径 rs = 1, 観測者の位置
r = 100, 軌道角運動量 l = 0.01の時、第二種 Kummer関数を図示すると図 B.2になる。

図 B.1 l = 0, rs = 1, r = 100の時の第一種 Kummer関数の周波数依存性

図 B.2 l = 0.01, rs = 1, r = 100の時の第二種 Kummer関数の周波数依存性
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付録 C

Love数

C.1 定義
一般相対論における Love 数の定義を行う。直観的に Love 数を説明すると、外場として印
加した重力場に対応して物がどれだけ歪むかを表す数値である。電磁場との類比で説明してみ
よう。誘電体に電場を印加すると誘電体には電気双極子モーメントが生じるが、この電気双極
子に対応するものが Love数である。
まず、Newton重力で時間に依存しない外場を加えた時を考える。この時の、Love数は特に

static tidel Love number と呼ぶ。Newton 重力ポテンシャル Φ(x) を外場によるポテンシャ
ル Φ(x)ex とその応答によるポテンシャル Φ(x)res に分ける。我々が観測する r = |x| → ∞
では

∇2(Φ(x)ex +Φ(x)res) = 0 (C.1)

とラプラス方程式が成立する。ポテンシャルを球面調和関数 Ylm で展開すると

Φ(r) = −GNM

r
+

∞∑
l=2

l∑
m=l

YlmElmr
l

(
1 + klm

(
2GNM

r

)2l+1
)

(C.2)

となる。第 1項が中心にある球対称重力源 (一般相対論では Schwarzschildブラックホールに
対応)が作り出すポテンシャル、rl に比例する項が引加した時間に依存しない重力ポテンシャ
ル (連星系では伴星からのポテンシャル)、そして、klm を係数とする項が重力源の潮汐変形に
よる応答ポテンシャルであり klm が Love数である。
これを一般相対論の議論に拡張する。計量 gµν を平坦時空計量 ηµν と摂動計量 hµν とに分
ける (gµν = ηµν + hµν)。重力波源から十分離れた観測者が感じる弱重力場での Newtonポテ
ンシャルと計量の関係は 2Φ = −htt であるから、線形化した Einstein方程式を解き r−l−1 の
項の係数と rl の項の係数の比が Love数となる。つまり、ブラックホール摂動論の方程式を解
けば良い。ここで、ブラックホール摂動論の式として Kerr時空についての Teukolsky方程式
を考え、境界条件として事象の地平面 r = r+ = M +

√
M2 − a2 においてブラックホールに
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入射する波動のみという境界条件を課す。この時、r → ∞における漸近形は

Bin
−slm

e−iωr∗

r
+Bex

−slmr
2s−1eiωr∗ (C.3)

となる。ここで、s は摂動場のスピンである。無限遠から入射する波の振幅 Bin
−slm と無限遠

に放射する波の振幅 Bex
−slm を用いて、ブラックホール摂動論における反射振幅がもとまる。

Worldline EFT [44–46] を用いて、印加した外場からなる higher operator を含む振幅とブ
ラックホール摂動論での振幅をマッチングし、Wilson 係数を求めることで Love 数が計算で
きる。ここで定義された Love数は静的な潮汐力による変形率に関してであった。Kerr時空の
static Love数は消えることが知られている。これはブラックホール無毛定理と関係しており、
ブラックホール摂動論のマスター方程式が持つ Ladder対称性を用いて説明できる [41–43].

さらに、時間依存する潮汐力をブラックホールに印加する状況を考えよう。この時、Love

数は klm = κlm + iνlm と虚部をもち減衰効果 νlm が生じる。周波数依存する Love 数は
Worldline EFTを用いて記述されており、Schwarzschild, Kerrブラックホールそれぞれにつ
いて計算されている [51–53].
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between KMOC and worldline formalisms for classical gravity. Journal of High Energy

https://arxiv.org/abs/2108.01649
https://arxiv.org/abs/2108.01649
https://arxiv.org/abs/1709.06016
https://arxiv.org/abs/1709.06016
https://arxiv.org/abs/1709.06016
https://arxiv.org/abs/2310.00069
https://arxiv.org/abs/2310.00069
https://inspirehep.net/files/d44eaf44cb7c1435efba64d8585c06e0
https://inspirehep.net/files/d44eaf44cb7c1435efba64d8585c06e0
https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.13.198
https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.13.198
https://arxiv.org/abs/2410.13632
https://arxiv.org/abs/2410.13632
https://arxiv.org/abs/2509.12111
https://arxiv.org/abs/2509.12111
https://arxiv.org/abs/2509.12111
https://arxiv.org/abs/0907.5418?utm_source=chatgpt.com
https://arxiv.org/abs/0907.5418?utm_source=chatgpt.com
https://arxiv.org/abs/1705.10262
https://arxiv.org/abs/1705.10262
https://arxiv.org/abs/2010.00593
https://arxiv.org/abs/2010.00593
https://arxiv.org/abs/2010.00593
https://arxiv.org/abs/2105.01069
https://arxiv.org/abs/2105.01069
https://arxiv.org/abs/2105.01069
https://arxiv.org/abs/2102.08917
https://arxiv.org/abs/2102.08917
https://arxiv.org/abs/hep-th/0409156
https://arxiv.org/abs/hep-th/0409156
https://arxiv.org/abs/hep-th/0409156
https://arxiv.org/abs/hep-th/0511133
https://arxiv.org/abs/hep-th/0511133
https://arxiv.org/abs/1601.04914
https://arxiv.org/abs/1601.04914
https://arxiv.org/abs/2306.11454
https://arxiv.org/abs/2306.11454


111

Physics, 2023(9), 1-34.

[48] Breuer, R. A., Ryan, M. P., & Waller, S. (1977). Some properties of spin-weighted

spheroidal harmonics. Proceedings of the Royal Society of London. A. Mathematical

and Physical Sciences, 358(1692), 71-86.

[49] Olver F. W. J., Olde Daalhuis A. B., Lozier D. W., Schneider B. I., Boisvert R. F.,

Clark C. W., Miller B. R., Saunders B. V., Cohl H. S., McClain M. A. (Eds.), NIST

Digital Library of Mathematical Functions

[50] Mathews Jr, W. N., Esrick, M. A., Teoh, Z. Y., & Freericks, J. K. (2021). A physicist’s

guide to the solution of Kummer’s equation and confluent hypergeometric functions.

arXiv preprint arXiv:2111.04852.

[51] Saketh, M. V. S., Zhou, Z., & Ivanov, M. M. (2024). Dynamical tidal response of Kerr

black holes from scattering amplitudes. Physical Review D, 109(6), 064058.

[52] Perry, M., & Rodriguez, M. J. (2023). Dynamical Love numbers for Kerr black holes.

arXiv preprint arXiv:2310.03660.

[53] Chia, H. S. (2021). Tidal deformation and dissipation of rotating black holes. Physical

Review D, 104(2), 024013.

https://arxiv.org/abs/2306.11454
https://arxiv.org/abs/2306.11454
https://royalsocietypublishing.org/doi/abs/10.1098/rspa.1977.0187
https://royalsocietypublishing.org/doi/abs/10.1098/rspa.1977.0187
https://royalsocietypublishing.org/doi/abs/10.1098/rspa.1977.0187
https://dlmf.nist.gov/
https://dlmf.nist.gov/
https://dlmf.nist.gov/
https://arxiv.org/abs/2111.04852
https://arxiv.org/abs/2111.04852
https://arxiv.org/abs/2111.04852
https://arxiv.org/abs/2307.10391
https://arxiv.org/abs/2307.10391
https://arxiv.org/abs/2310.03660
https://arxiv.org/abs/2310.03660
https://arxiv.org/abs/2010.07300
https://arxiv.org/abs/2010.07300

	Â㄀뻏 ¥ꐀꗳ¥저ꗭ¥쀀ꖯ¥뜀ꗧ¥�
	1.1 Æ뀀떡¤저쟘·�
	1.2 Ë�붤»츀쿀Ê렀꓎Æ췆¤저립À�
	1.3 ·휀컌¤샑Ê가슬Å�Ã넀냌·케꓎Notation
	1.4 ½ꐀ믎Ï쀀쪸¸뎫¤쬀꒢¤뼀꓃¤�

	Â㈀뻏 ¥혀ꗩ¥쌀ꖯ¥�¥생Æ뀀쿀¤저刀椀渀最搀漀眀渀뷅Î케쟈
	2.1 Schwarzschild ¥혀ꗩ¥쌀ꖯ¥�¥뻥¤츀룅Å딀ꖹ¥꬀ꗩ¡밀뻬
	2.2 TeukolskyÊﴀ쓸¼�

	Â㌀뻏 on-shell»똀췰¿똀짽¤저䈀䌀䘀圀 爀攀挀甀爀猀椀漀渀룸¼�
	3.1 spinor-helicity formalism
	3.2 »똀췰¿똀짽
	3.3 4Å쀀琀爀攀攀뮶Í뾶Éﴀ꓎¹봀삮

	Â㐀뻏 ¾꓎Î찀믒Ï쀀ꓲÍ턀꒤¤뼀ꗆ¥ꗗ¥ꆼ¥저쟈·섀꓎·휀뮻Êﴀ쮡(KMOC formalism)
	4.1 »똀췰¿똀짽¤쬀꒪¤넀ꓫ¤츀쳡¤뜀쫽
	4.2 ¸씀억¶쬀룂¤볨¤꒿¤꓎Ç저우´�¤츀뻲·�
	4.3 2Â츀뮶Í믾¤츀쪪Íﴀ컌
	4.4 Êﰀ볍Ç저럁
	4.5 ½씀컏Ç저쟈·섀꓎·휀뮻Êﴀ쮡
	4.6 ¥ꆼ¥휀ꗀ¥ꐀꖢ¥뀀ꗩ¥꓋¤쐀꒤¤였꓎Ã냕
	4.7 Tree»똀췰¿똀짽¤꬀ꓩ¤츀쫼¼촀쟈·섀꓎·휀뮻
	4.8 ²얾¤뤀ꓫÎ대믒¤츀떭½�

	Â㔀뻏 On-shell»똀췰¿똀짽¤췑¤ꐀ꒿RingdownÇ저꓎·휀뮻
	5.1 µ�¡ꘀ쒬¼글쫑·섀룺²�
	5.2 µ�¸切닌¤저ꗖ¥ꗃ¥꼀ꗛ¡밀ꗫÇ�¤츀뻬¤츀컌»툀쿀
	5.3 »똀췰¿똀짽¤췑¤ꐀ꒿ringdownÇ저꓎Ç저럁·휀뮻

	Â㘀뻏 ¤�꓈¤꓈Å렀쮾
	6.1 ¤�꓈¤�
	6.2 Å렀쮾

	É픀쾿A µ쳌Ä됀쿂´�
	A.1 2¼ꄀ뢵µ쳌¾꓎¥뤀ꗔ¥뷅¤�꓄¤관뗥Ì찀쒴Ï숀듘¿�
	A.2 4¼ꄀ뢵Lorentz¶ꘀ쫑¤쨀ꖹ¥퐀ꗳ½씀ꓟ¤쐀꒭µ쳌Ä됀쿂´�

	É픀쾿B Æ쌀볬´�
	B.1 Beta´�¤저䜀愀洀洀愀듘¿꓈Polygamma´�
	B.2 Ä똀듶²뼀듘¿�
	B.3 Kummer´�

	É픀쾿C Love¿�
	C.1 Ä뗁

	»눀맍Ê렀뢥

